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1. Введение

Квантовая	 теория	информации	–	научная	дисципли-
на,	изучающая	закономерности	передачи	и	преобразования	
информации	в	системах,	подчиняющихся	законам	кванто-
вой	механики.	В	настоящем	обзоре	затронута	лишь	одна,	
но	весьма	важная	тема	–	теорема	кодирования	для	кван-
товых	каналов	связи,	и	подчеркнута	та	особая	роль,	кото-
рую	играет	квантовое	свойство	сцепленности*.	По	нятие	
пропускной	способности	канала	–	центральное	в	класси-
ческой	теории	Шеннона.	В	квантовом	случае	это	понятие	
разветвляется,	порождая	целый	спектр	информационных	
характеристик	квантового	канала.

Квантовая	теория	информации	является	источником	
целого	ряда	математических	задач,	мотивированных	фи-
зически,	зачастую	формулируемых	достаточно	элементар-
но,	но	трудно	решаемых	(или	до	сих	пор	нерешенных).	Ее	
основной	математический	аппарат	–	линейная	алгебра,	те-
ория	операторов	в	гильбертовом	пространстве,	как	пра-
вило,	конечномерном.	Подробное,	более	углубленное	из-
ложение	рассматриваемых	здесь	вопросов,	включающее	
многочисленные	примеры,	можно	найти	в	книгах	[1,	2],	а	
также	в	курсе	лекций	[3].	Следует,	однако,	отметить,	что	
со	времени	написания	этих	книг	в	решении	некоторых	от-
крытых	вопросов	достигнут	прогресс,	получивший	отра-
жение	в	настоящей	работе.

2. Рандомизация, сцепленность 
и информация

Для	того	чтобы	понять,	 в	чем	проявляется	различие	
между	классическими	и	квантовыми	системами	с	инфор-

мационной	точки	зрения,	рассмотрим	следующее	утверж-
дение:

Принцип (C). Введение дополнительного независимого 
шума в наблюдения не может увеличить количество инфор-
мации о наблюдаемой системе.	Этот	принцип	представля-
ется	правдоподобным,	и	он	в	самом	деле	верен,	если	речь	
идет	о	классических	системах.	Уточним	его,	дав	математи-
ческую	формулировку.	Пусть	наблюдаемая	классическая	
система	описывается	случайной	величиной	Y.	Неопреде-
ленность	состояния	этой	системы	задается	другой	случай-
ной	величиной	X,	коррелированной	с	Y.	Мерой	неопреде-
ленности	может	служить	энтропия	распределения	{	px}	слу-
чайной	величины	X:

logH X p px x
x

2=-_ i / .	 (1)

Количество	информации	о	состоянии	системы,	содер-
жащееся	в	наблюдении	Y,	выражается	формулой	Шеннона	

;I X Y H X H Y H XY= + -_ _ _ _i i i i,	 (2)

;I X Y H Y H Y X;= -_ _ _i i i,	 (3)

где	 H XY_ i	 –	 энтропия	 совместного	 распределения	 слу-
чайных	величин	X,	Y; H Y X H XY H Y; = -_ _ _i i i	–	услов-
ная	энтропия.	Допустим,	что	помимо	Y	наблюдается	не-
зависимый	шум	Y0,	тогда	количество	информации	о	со-
стоянии	системы,	содержащееся	в	наблюдении	YY0,	есть	

;I X YY0_ i.	Простой	расчет	с	использованием	формул	(1),	
(2)	показывает,	что

; ;I X YY I X Y0 =_ _i i.	 (4)

Это	и	есть	количественное	выражение	сформулированно-
го	выше	принципа	(C)	для	классических	систем.	Введение	
дополнительного	независимого	шума	в	принимаемое	ре-
шение	называется	рандомизацией.	Отметим,	что	в	клас-
сической	статистике	существуют	другие	ситуации	(игро-
вого	характера,	когда	неизвестное	состояние	выбирается	
наихудшим	для	наблюдателя	образом),	в	которых	веро-
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ятностный	выбор	решения	оказывается	в	среднем	выгод-
ным.	В	рассмотренной	ситуации	простого	наблюдения	
этот	принцип	представляется	очевидным,	если	не	сказать	
тривиальным.	Однако	он	перестает	быть	справедливым,	
если	речь	идет	о	квантовых	системах.

Утверждение (Q). Введение дополнительного независи-
мого квантового шума в наблюдения (квантовая рандоми-
зация) может увеличить количество информации о наблю-
даемой квантовой системе.	Для	того	чтобы	дать	точную	
формулировку,	напомним	основные	элементы	математи-
ческого	описания	квантовых	систем.	В	квантовой	теории:

–	системе	сопоставляется	гильбертово	пространство	H ;
–	состояния	системы	описываются	единичными	векто-

рами	 Hdy ;
–	измерению	(идеальному)	с	исходами	y	сопоставляет-

ся	ортонормированный	базис	{ey} = E	в	H ;
–	вероятность	исхода	y	при	измерении	E	в	состоянии	y

yP y
2;y= = e;G Hy_ i .	 (5)

Рассмотрим	теперь	квантовый	аналог	ситуации	про-
стого	наблюдения.	Наблюдаемая	квантовая	система	опи-
сывается	гильбертовым	пространством	H ;	неопределен-
ность	ее	состояния	выражается	заданием	семейства	еди-
ничных	векторов	{yx} Ì H ,	 где	x	–	значения	случайной	
величины	X.	Таким	образом,	эта	неопределенность	имеет	
классический	характер.	Если	над	системой	H 	произвести	
измерение	{ey} = E,	то	условная	вероятность	исхода	y	при	
условии,	 что	 состоянием	 системы	 является	yx,	 согласно	
статистическому	постулату,	примет	вид

y xP x y
2; = e;G Hy_ i .	 (6)

Вместе	с	распределением	X	эта	условная	вероятность	впол-
не	определяет	совместное	распределение	значений	x,	y,	что	
позволяет	найти	по	формуле	(2)	количество	информации	
о	состоянии	системы,	доставляемое	данным	измерением,	
которое	мы	обозначим	 ,I X E_ i.

Квантовый	шум	представляет	собой	другую	систему,	
которая	описывается	гильбертовым	пространством	H0  
с	фиксированным	вектором	состояния	 H0 0dy .	Чтобы	опи-
сать	совокупность	наблюдаемой	системы	и	шума,	необхо-
димо	привлечь	следующий	постулат	квантовой	теории.

Cоставная	система	H ,	H0 	описывается	тензорным	про-
изведением	гильбертовых	пространств	H H H07=

~
;	век-

тор	 07y y 	описывает	состояние,	в	котором	подсистемы	
независимы,	 причем	первая	 находится	 в	 состоянии	y,	 а	
вторая	–	y0.

Рассмотрим	измерения	над	составной	системой,	вклю-
чающей	дополнительный	независимый	квантовый	шум,	
которые	описываются	ортонормированными	базисами	Eu  
в	 пространстве	 H

~
,	 и	 соответствующее	 им	 количество	 ин-

формации	 ,I X Eu_ i.	 Точная	 формулировка	 утверждения	
(Q)	состоит	в	том,	что	возможно	строгое	неравенство

, ,max maxI X E I X E
E EH H

1
f f

u
u u

_ _i i.	 (7)

Простейший	пример,	в	котором	такое	неравенство	дей-
ствительно	 имеет	 место,	 дает	 двухуровневая	 квантовая	
система	с	семейством	из	трех	равновероятных	состояний	
с	равноугольными	векторами	{y0,	y1,	y2}	(рис.1).	Подразу-
мевается,	 что	 векторы	 лежат	 в	 вещественном	 подпро-
странстве;	например,	это	могут	быть	векторы	поляриза-
ции	 когерентного	монохроматического	 лазерного	 излу-
чения.	В	работе	[4]	показано,	что	для	такой	системы

, /max logI X E 3 22
E H

=
1

3_ _i i » 0.459,

тогда	как

, /max logI X E 3 22
E H

=
1

u
u u

_ _i i» 0.585.

Обе	максимизационные	задачи	математически	нетри-
виальны,	и	мы	приводим	здесь	лишь	результаты.	Первый	
максимум	достигается	на	базисе	E	из	двух	векторов,	рас-
положенных	симметрично	по	отношению	к	любой	паре	
из	векторов	{y0,	y1,	y2}.	Для	описания	решения	второй	за-
дачи	 заметим,	 что	она	может	быть	переформулирована	
как	задача	максимизации	по	всевозможным	переполнен-
ным	системам	в	пространстве	наблюдаемой	системы	H .  
Переполненной	системой	называется	семейство	векторов	
{jy} H1 ,	удовлетворяющее	условию

; Hy
y

2 2 dy y=;G Hy j/ .	 (8)

Это	условие	аналогично	условию	полноты	базиса,	од-
нако	система	{	jy}	не	обязана	быть	ортонормированной	и	
даже	линейно	независимой.	Соответственно,	всякий	век-
тор	разлагается	по	компонентам	ортонормированной	си-
стемы,	но	разложение	может	не	быть	однозначным.	Можно	
доказать,	что	всякая	переполненная	система	получается	
проецированием	 P	 на	 H 	 ортонормированного	 базиса	
e Ey =u u# - 	в	некотором	расширении	H

~
	исходного	гильбер-

Рис.1.	 	Информационный	оптимум	для	трех	равноугольных	векто-
ров	состояний.
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това	пространства : PeH y yj = u ;	 это	 утверждение	является	
частным	 случаем	 классической	 теоремы	М.А.Наймарка	
(1940	г.)	о	продолжении	обобщенной	спектральной	меры.	
Более	того,	расширение	всегда	можно	выбрать	так,	что	
H H H07=
~

,	причем	H 	отождествляется	с	подпростран-
ством	H 07 y 	(см.	[1]).	Тогда	условная	вероятность	исхода	y 
при	измерении	Eu 	записывается	как	 yP y

2;y= = ;G Hy j_ i ,	
и	различие	между	левой	и	правой	частями	(7)	заключает-
ся	в	том,	что	в	первом	случае	максимум	берется	по	всем	
ортонормированным	базисам,	тогда	как	во	втором	–	по	
всем	переполненным	системам	в	H .	Оптимальная	пере-
полненная	система	состоит	из	трех	равноугольных	векто-
ров	{j0,	j1,	j2}	длины	 /2 3 ,	ортогональных	соответству-
ющим	векторам	состояний	(см.	рис.1).	В	работе	[5]	экспери-
ментально	продемонстрирована	реализация	оптимального	
измерения	Eu 	для	трех	состояний	плоскополяризованного	
фотона,	 использующая	 в	 качестве	 вспомогательной	 си-
стемы	H0 	поляризацию	опорного	излучения.

Таким	образом,	феномен	(Q)	действительно	имеет	ме-
сто	для	квантовых	систем.	В	его	основе	лежат	необычные	
с	классической	точки	зрения	свойства	составных	кванто-
вых	систем,	которые	описываются	тензорным	произведе-
нием	подсистем.	Тензорное	произведение	 гильбертовых	
пространств	наряду	с	векторами	вида	 07y y 	содержит	и	
всевозможные	их	линейные	комбинации	(суперпозиции)	

jj j
07y y/ .	Состояния	составной	системы,	задаваемые	век-

торами	первого	вида,	называются	несцепленными,	а	все,	
не	сводящиеся	к	таковым,	–	сцепленными.	Сцеплен	ность	
представляет	собой	чисто	квантовое	свойство,	отчасти	
родственное	классической	коррелированности,	но	к	ней	
не	сводящееся.	Именно	наличие	сцепленных	состояний	по-
зволяет	не	только	теоретически,	но	и	экспериментально	
опровергнуть	гипотезу	о	скрытых	параметрах,	т.	е.	о	воз-
можности	классического	вероятностного	описания	кван-
товых	систем,	удовлетворяющего	физически	мотивирован-
ному	условию	локальности.	Большой	раздел	современной	
квантовой	 теории	информации	 составляет	 количествен-
ная	теория	сцепленности	состояний,	своеобразная	комби-
наторная	геометрия	тензорных	произведений	конечномер-
ных	гильбертовых	пространств	(см.,	напр.,	[6]).

Двойственным	образом	в	составных	квантовых	систе-
мах	 существуют	 измерения,	 описываемые	 базисами,	 со-
стоящими	из	сцепленных	векторов.	Только	благодаря	та-
ким	измерениям	и	возможно	неравенство	информаций	(7)	
в	ситуации,	когда	состояние	наблюдаемой	системы	и	шума	
является	несцепленным.	Более	общо,	рассмотрим	две	кван-
товые	системы	H1 	и	H2 ,	находящиеся	в	неопределенном	
несцепленном	состоянии.	Пусть	I1,	I2,	I12	–	максимальные	
количества	информации	о	состоянии,	получаемые,	соот-
ветственно,	из	измерений	над	системами	1,	2	и	составной	
системой	12.	Тогда	в	общем	случае	I12 > I1 + I2.	Этот	фе-
номен	строгой	супераддитивности	информации	обнару-
живается	и	играет	важную	роль	в	теории	пропускной	спо-
собности	квантового	канала	связи.

3. Теорема Шеннона

Прежде	чем	перейти	к	квантовым	каналам,	напомним	
понятие	пропускной	способности	в	классической	теории	
информации.	В	 ней	 центральную	роль	 играют	 теоремы	
кодирования,	устанавливающие	возможность	асимптоти-
чески	безошибочной	передачи	информации	через	канал	с	
шумом	при	скоростях	передачи,	не	превышающих	неко-

торую	пороговую	величину,	 которая	и	называется	про-
пускной	способностью	[7].

Математически	канал	с	шумом	задается	условной	ве-
роятностью	p (	y|x)	получения	сигнала	(буквы)	y	на	выходе	
при	условии	сигнала	x	на	входе.	Если	передается	длинное	
сообщение	x(n) =	(x1,	.	.	.	,	xn ),	причем	каждая	буква	переда-
ется	независимо	(канал	без	памяти),	то	вероятность	сооб-
щения	на	выходе	p (	y (n)|x (n)	)	= p (	y1|x1),	.	.	. , p(	yn|xn).	Переда-
чу	информации	можно	отобразить	следующей	схемой:
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где	Xi	обозначают	случайные	величины	на	входе	канала,	
а	Yi	–	на	выходе	(i =	1,	.	.	.	,	n).	Пропускная	способность	та-
кого	канала	дается	формулой	Шеннона

;maxC I X Y
X

= _ i,	 (9)

где	максимум	берется	по	всевозможным	распределени-
ям	входного	сигнала.	Определяя	аналогичную	величину	

;maxC I X Y( ) ( ) ( )n
X

n n
( )n= _ i	 для	 сообщений	 длины	n,	 имеем	

C (n)	= nC.	 Это	 свойство	 аддитивности	 пропускной	 спо-
собности	отражает	отсутствие	памяти,	или	корреляций	
между	последовательными	использованиями	канала.

Кодирование	сообщений	на	входе	предполагает	спе-
циальный	выбор	передаваемых	сообщений,	при	котором	
сообщения	на	выходе,	отвечающие	различным	сообще-
ниям	на	входе,	являются	максимально	различимыми.	Тео-
рема	 кодирования	 утверждает,	 что	 количество	 сообще-
ний	длины	n,	которое	может	быть	передано	асимптотиче-
ски	(при	n ® ¥)	безошибочно,	N ~	2	nC.	Другими	словами,	
nC	есть	количество	двоичных	символов	(бит),	необходи-
мое	и	достаточное	для	асимптотически	безошибочной	пе-
редачи,	при	оптимальном	выборе	сообщений	на	входе	и	
оптимальном	их	различении	на	выходе.

4. Квантовая теорема кодирования

Квантовые	состояния,	которые	описываются	единич-
ными	векторами	гильбертова	пространства,	–	чистые	со-
стояния.	Чистому	состоянию	удобно	сопоставить	ортого-
нальный	 проектор	Py	 на	 соответствующий	 вектор	y.	 В	
квантовой	статистике	рассматриваются	также	смешанные	
состояния.	Такое	состояние	есть	статистическая	смесь	не-
скольких	чистых	состояний	P

i}
,	взятых	с	вероятностями	pi,	

и	представляется	оператором	плотности	 p Pii i
r = }/ .	Опе-

ратор	плотности	характеризуется	двумя	свойствами:	1)	r – 
эрмитов	положительный	оператор;	2)	r имеет	единичный	
след,	Trr =	1.	Таким	образом,	собственные	числа	опера-
тора	 плотности	 образуют	 распределение	 вероятностей.	
Энтропия	этого	распределения	называется	энтропией	со-
стояния	r,	или	(в	операторной	форме)

( ) log logTrH s s2 2j j
j

r r r=- =-/ .

Простейший	квантовый	канал	связи	задается	семей-
ством	квантовых	состояний	{	rx},	где	x	–	входной	сигнал.	
Такой	канал	называется	классически-квантовым	(вход	–	
классический,	выход	–	квантовый).	Отображение	x ® rx	в	
сжатой	форме	содержит	описание	процесса,	порождаю-
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щего	состояние	rx.	Например,	пусть	x =	0.1,	причем	r1 – 
когерентное	состояние	лазерного	излучения,	а	r0	–	ваку-
умное	состояние;	тогда	мы	имеем	классически-квантовый	
канал	с	двумя	чистыми	неортогональными	состояниями.	
На	выходе	канала	выполняется	квантовое	измерение,	опи-
сываемое,	вообще	говоря,	переполненной	системой	{jy} = 
E,	так	что	условная	вероятность	исхода	y	при	условии	вход-
ного	сигнала	x	имеет	вид	 y xP ; =_ i Tr Py x y x y

; ;G Hj r j r= { .
Если	буквы	сообщения	длины	n	передаются	независи-

мо,	то	передача	описывается	диаграммой
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где	 x xn1
7 7gr r 	–	выходной	оператор	плотности	в	тен-

зорном	 произведении	 пространств	 H H Hn 7 7g=7 ,	
отвечающий	сообщению	(x1,	.	.	.	,	xn ).	Пусть	сообщения	на	
входе	имеют	некоторое	распределение,	отвечающее	слу-
чайной	величине	X (n).	На	выходе	выполняется	измерение
E ( )nu ,	порождающее	случайный	исход	Y (n).	Обозначив	ко-
личество	информации,	отвечающее	измерению	 E ( )nu ,	как

, ;I X E I X Y( ) ( ) ( ) ( )n n n n/u_ _i i,	определим

, .max I X E C
,

( ) ( ) ( )

X E

n n n

( ) ( )n n
=u

u
_ i

В	отличие	от	 классического	канала,	 возможно	 стро-
гое	неравенство

C (n) > nC (1),	 (10)

т.	е.	для	квантовых	каналов	без	памяти	передаваемая	клас-
сическая	информация	может	быть	строго	супераддитивна,	
что,	 конечно,	 обусловлено	 существованием	 сцепленных	
измерений	на	выходе	канала.	По	этой	причине	мы	не	мо-
жем	утверждать,	что	пропускная	способность	равна	C (1),	
как	в	классическом	случае,	и	должны	определить	ее	как

/limC C n( )

n

n=
"3

.

Замечательно,	 однако,	 что	 для	 определенной	 таким	
образом	величины	имеется	явное	выражение

,maxC p
p

x x
x

c r= _ i# #- - ,

где

,p H p p Hx x x x
x

x x
x

c r r r= -_ d _i n i# #- - / / .	 (11)

Это	утверждение	составляет	содержание	квантовой	теоре-
мы	кодирования.	Неравенство	«£» следует	из	энтропий-
ной	границы,	существование	которой	доказано	в	1973	г.	[8].	
Достижимость	этой	границы	была	установлена	в	1996	г.	
(подробнее	об	истории	доказательства	теоремы	кодиро-
вания	см.	в	работе	[1]).	Отметим,	что	величину	c можно	
рассматривать	как	квантовый	аналог	выражения	H(Y )	–
H Y X;_ i	для	информации	Шеннона.

Вычисляя	величины	C (1),	C	для	некоторых	конкретных	
каналов,	можно	убедиться,	что	C (1) < C	и,	следовательно,	

неравенство	 (10)	 действительно	 имеет	 место	 для	 доста-
точно	больших	n.	Например,	для	канала	с	двумя	чистыми	
состояниями	y0,	y1

C h 2
1 e

=
-a k,

C h1 2
1 1(1)

2e
= -

+ -d n,

где	 0 1e = ;G Hy y ,	а

( ) (1 ) (1 )log logh p p p p p2 2=- - - - 	 (12)

–	двоичная	 энтропия.	Действительно,	C (1) < C	 при	0	< 
e < 1;	в	частности,	lim	e ® 1C/C (1)	= ¥.

Как	в	случае	C,	так	и	в	случае	C (1)	максимизирую-
щее	распределение	приписывает	равные	вероятности	1/2	
сигнальным	состояниям,	причем	информационно-опти-
мальное	измерение	в	случае	C (1)	дается	базисом	{e0,	e1},	
расположенным	 симметрично	 по	 отношению	 к	 этим	 со-
стояниям.

Для	канала	с	тремя	чистыми	симметричными	состоя-
ниями	(см.	рис.1)	C =	1,	т.	е.	такой	канал	асимптотически	
является	идеальным!	Конечно,	как	и	в	классической	тео-
рии	информации,	теорема	кодирования	указывает	лишь	
на	существование	оптимального	кодирования	и	декодиро-
вания,	позволяющих	достичь	максимальной	пропускной	
способности,	но	не	дает	конструктивного	способа	их	по-
строения.	Для	такого	канала	C (1) =	0.645,	причем	макси-
мум	информации	достигается,	когда	с	вероятностями	1/2	
выбираются	два	из	трех	состояний,	а	измерение	является	
информационно-оптимальным	для	этих	двух	состояний	[9].	
Поскольку	речь	идет	о	передаче	классической	информации,	
величина	C	называется	классической	пропускной	способ-
ностью	квантового	канала.

5. Проблема аддитивности

Рассмотрим	теперь	вопрос	о	классической	пропускной	
способности	канала,	у	которого	как	выход,	так	и	вход	
являются	 квантовыми.	 Такой	 канал	 задается	 линейным	
вполне	положительным	отображением	F ,	переводящим	
состояния	на	входе	в	состояния	на	выходе, r rU l.	Свой-
ство	полной	положительности	означает,	что	тривиальное	
расширение	канала	посредством	идеального	канала	 (за-
даваемого	 тождественным	отображением	 Id)	 любой	ко-
нечной	размерности	остается	положительным	отображе-
нием	и,	следовательно,	также	является	каналом,

r r7
Id

U

l* 4 . 

Определение	и	подробное	обсуждение	этого	свойства	
можно	найти	в	[1].	Оно	гарантирует	сохранение	положи-
тельности	для	тензорного	произведения	любых	каналов.	
Передача	классической	информации	через	канал	 nF =5  

n7 7F Fk 	отобразится	тогда	следующей	схемой:
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где	 кодирование	 означает	 выбор	 некоторых	 квантовых	
состояний	 ( )

x
nr 	на	входе	канала	 nF7 	с	вероятностями	px,	а	

E( )nu 	–	некоторое	измерение	на	выходе.	Заметим,	что	для	
фиксированных	входных	состояний	мы	получаем	(блоч-
ный)	 канал	 с	 классическим	 входом,	 рассмотренный	 в	
разд.4.	Применяя	квантовую	теорему	кодирования,	име-
ем	 следующее	 выражение	 для	 классической	пропускной	
способности	канала	F :

limC n C
1

n

nF F=
"

7

3

r_ _i i,	 (13)

где

maxC H p p H
,

i i
i

i i
ii i

r rF F F= -
r t

r_ d _i n i7 7A A( 2/ / .	 (14)

Возникает	следующая	фундаментальная	гипотеза	ад-
дитивности:	верно	ли,	что	для	произвольных	квантовых	
каналов	 ,1 2F F  выполняется	равенство

C C C1 2 1 27F F F F= +
?r r r_ _ _i i i	 (15)

(заметим,	что	справедливость	(15)	со	знаком	«³»	очевид-
на).	Если	бы	эта	гипотеза	была	верна,	то	это	означало	бы,	
что	использование	сцепленных	состояний	на	входе,	в	от-
личие	от	сцепленных	измерений	на	выходе,	не	позволяет	
увеличить	количество	передаваемой	классической	инфор-
мации:	C CF F= r_ _i i.	Этот	вопрос	оставался	открытым	до	
2008	г.,	когда	Хастингс	[10],	опираясь	на	свойство	асим-
птотической	концентрации	меры	[11]	и	предшествующие	
результаты	Винтера	и	Хайдена,	показал,	 что	при	очень	
высоких	размерностях	существуют	случайные	унитарные	
каналы,	с	высокой	вероятностью	проявляющие	строгую	
супераддитивность.	Практическое	значение	этого	резуль-
тата,	однако,	остается	неясным,	поскольку	до	сих	пор	не	
удалось	предъявить	ни	одного	конструктивного	примера.

В	то	же	время	свойство	аддитивности	было	установле-
но	для	ряда	важных	классов	квантовых	каналов	[12	–	14].	
Существенным	достижением	явилось	решение	давно	сто-
явшей	проблемы	о	гауссовых	оптимизаторах	и	об	адди-
тивности	пропускной	способности	для	бозонных	гауссо-
вых	каналов	связи	[15,	16].	Такие	каналы	представляют	
собой	(необратимые)	преобразования	систем	с	«непрерыв-
ными	переменными»,	типа	набора	квантовых	осциллято-
ров,	приближенно	описывающего	электромагнитное	из-
лучение.	Для	широкого	класса	«фазонечувствительных»	бо-
зонных	гауссовых	каналов,	включающего	аттенюаторы,	
усилители	и	каналы	с	классическим	шумом,	доказана	оп-
тимальность	когерентных	входных	состояний	и	аддитив-
ность	минимальной	выходной	энтропии.	Это	позволило	
установить,	что	классическая	пропускная	способность	та-
ких	каналов	также	аддитивна	и	достигается	при	гауссо-
вом	кодировании,	в	результате	чего	приведены	явные	вы-
ражения	фундаментальных	 пределов	 скорости	 передачи	
информации	для	наиболее	используемых	в	квантовой	оп-
тике	классов	квантовых	каналов	(см.,	напр.,	[17,	18]).

6. Использование сцепленности 
между входом и выходом

Предположим,	что	имеются	две	пространственно	уда-
ленные	друг	от	друга	квантовые	системы	A	и	B,	описыва-
емые	сцепленным	состоянием	rAB.	Такие	состояния	могут	

быть	приготовлены	экспериментально	и	представляют	
большой	интерес	в	связи	с	прямой	проверкой	квантовой	
теории:	предсказываемые	ею	корреляции	между	A	и	B	не	
укладываются	в	рамки	какой-либо	приемлемой	классиче-
ской	модели.	Известно,	что	наличие	одной	сцепленности	
не	дает	возможности	передавать	информацию	от	A	к	B. 
Однако	если	A	и	B	дополнительно	связаны	квантовым	ка-
налом	F ,	то	присутствие	сцепленности	позволяет	повысить	
его	классическую	пропускную	способность.	Если	 IdF =  
–	идеальный	канал,	то	выигрыш	в	пропускной	способно-
сти,	доставляемый	так	называемым	сверхплотным	коди-
рованием,	двукратен	[2].	Это	достигается	использованием	
для	 кодирования	 максимально	 сцепленных	 состояний	
ортонормированного	базиса	в	системе	AB,	которые	B	мо-
жет	получить	благодаря	наличию	квантового	канала	F .

Чем	сильнее	канал	отличается	от	идеального,	тем	вы-
игрыш	больше,	и	в	пределе	для	каналов	с	очень	большим	
шумом	он	может	стремиться	к	бесконечности.	Обобщая	
протокол	сверхплотного	кодирования,	нетрудно	дать	ма-
тематическое	определение	классической	пропускной	спо-
собности	 с	 использованием	 сцепленного	 состояния	 (en-
tanglement-assisted	classical	capacity),	для	которой	имеется	
замечательная	 формула,	 полученная	 в	 работе	 Беннета,	
Шора,	Смолина	и	Таплияла	[19]	* 

,maxC Iea rF F=
t

_ _i i,	 (16)

где	 ,I r F_ i	–	квантовая	взаимная	информация	между	A	и	
B,	задаваемая	формулой

, ;I H H Hr r r rF F F= + -_ _ _ _i i i i7 A .	 (17)

Здесь	H r_ i	и	H rF_ i7 A 	–	энтропии	соответственно	вход-
ного	и	выходного	состояния,	а	 ;H r F_ i	–	так	называемая		
обменная	энтропия.	Для	определения	последней	нам	по-
требуется	 понятие	 очищения	 квантового	 состояния.	 А	
именно,	для	любого	оператора	плотности	rA	в	гильберто-
вом	пространстве	HA 	найдется	чистое	состояние,	т.	е.	од-
номерный	проектор	Pr	в	пространстве	H HA R7 ,	где	HR

–	пространство	эталонной	системы,	такое,	что	частичный	
след	Pr	по	пространству	HR 	совпадает	с	rA.	Более	того,	
частичный	 след	Pr	 по	 пространству	HA ,	 т.	е.	 состояние	
эталонной	системы,	имеет	ту	же	энтропию,	что	и	rA.	Об-
менная	энтропия	определяется	как	

; IdH P7r F F F= t_ __i i i7 A 	 (18)

и	 может	 быть	 интерпретирована	 как	 некий	 аналог	 со-
вместной	 энтропии	A	 и	B.	Тогда	формула	 (17)	 является	
аналогом	 выражения	 ;I X Y H X H Y H XY= + -_ _ _ _i i i i 
для	информации	Шеннона.	Квантовая	взаимная	инфор-
мация	обладает	рядом	естественных	свойств,	аналогич-
ных	свойствам	информации	Шеннона;	в	частности,	она	
субаддитивна	 относительно	 тензорного	 произведения	
каналов.	Отсюда	 следует,	 что	 пропускная	 способность
Cea F_ i	аддитивна.

Практическая	реализация	описанного	выше	протоко-
ла	предполагает	пространственное	распределение	сцеплен-
ности,	что	в	настоящее	время	является	инженерным	вызо-
вом.	Возможные	подходы	к	решению	этой	проблемы	об-
суждены	в	работе	[20].

*	Упрощенное	доказательство	формулы	(16)	см.	в	[1].
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7. Квантовая пропускная способность

При	передаче	классической	информации	по	кванто-
вому	каналу	она	 записывается	в	квантовом	состоянии,	
которое,	таким	образом,	представляет	собой	информа-
ционный	 ресурс.	 Своеобразие	 этого	 ресурса	 в	 том,	 что	
вся	полнота	его	информационного	содержания	(называе-
мая	иногда	квантовой	информацией)	не	может	быть	све-
дена	к	классическому	сообщению.	Это	связано	с	тем,	что	
квантовое	состояние	содержит	в	себе	информацию	о	ста-
тистике	всевозможных,	в	том	числе	и	взаимоисключаю-
щих	(дополнительных)	измерений	над	системой.	Простое	
рассуждение,	основанное	на	линейности	уравнений	кван-
товой	эволюции,	показывает,	что,	в	отличие	от	информа-
ции	классической,	не	существует	«квантового	ксерокса»,	
т.	е.	физического	устройства,	позволяющего	копировать	
квантовую	информацию.

Таким	 образом,	 преобразование	 квантового	 состоя-
ния	 "r rF7 A	можно	рассматривать	как	передачу	кванто-
вой	информации.	Естественно	поставить	вопрос	об	асим-
птотически	(при	n ® ¥)	безошибочной	передаче	каналом	

nF7 :

7

r r( ) ( )n n
7

h

U

U

l

Z

[

\

]
]]

]
]]

_

`

a

b
bb

b
bb

 » r(n).

Квантовая	пропускная	способность	Q F_ i	определяет-
ся	максимальной	размерностью	подпространства	векто-
ров	входного	пространства	(~2 ( )nQ U ),	для	которых	отве-
чающие	 им	 состояния	 передаются	 асимптотически	 без-
ошибочно,	т.	е.	почти	обратимо.	Для	Q F_ i	имеется	выра-
жение	с	использованием	когерентной	информации	

, ; ,maxI H H 0c r r rF F F= -_ _ _i i i7 A# -,

а	именно

,lim maxQ n I1 ( )

n
c

n n

( )n
rF F=

"

7

3 t

_ _i i.	 (19)

Понятие	 о	 квантовой	 пропускной	 способности	 и	 ее	
связь	с	когерентной	информацией	на	эвристическом	уров-
не	обсуждались	в	работе	Ллойда	[21],	где	была	предложе-
на	формула

,maxQ Ic rF F=
t

_ _i i,	 (20)

основанная	на	предположении	аддитивности	когерент-
ной	информации,	которое,	однако,	вскоре	было	опро-
вергнуто.	Точное	определение	квантовой	пропускной	спо-
собности	дано	в	работе	Барнума,	Нильсена	и	Шу	махера	
[22],	 где	также	было	доказано	неравенство	co	знаком	
«£»	в	(19).	Вопрос	о	равенстве	оставался	открытым	до	
2003	г.,	когда	Шор	дал	набросок	доказательства,	уточня-
ющий	аргументы	Ллойда,	а	Деветак	[23]	представил	со-
вершенно	иное	доказательство,	основанное	на	паралле-
ли	между	квантовым	каналом	и	классическим	каналом	с	
перехватом	[7],	причем	в	квантовом	случае	роль	перехват-
чика	 информации	 играет	 окружение	 рассматриваемой	
открытой	системы.

Тем	не	менее	квантовая	пропускная	способность	оста-
ется	наименее	изученной	из	всего	многообразия	пропуск-
ных	способностей	квантового	канала	связи.	Формула	(19)	
из-за	своего	асимптотического	характера	мало	пригодна	
для	 вычисления,	 однако	известно,	 что	 для	 так	называе-
мых	деградируемых	каналов	[24]	она	упрощается	до	вы-
ражения	(20).

Смит	и	Ярд	[25]	построили	пример	замечательного	яв-
ления	суперактивации,	когда	для	двух	квантовых	каналов	
,1 2F F 	с	нулевой	квантовой	пропускной	способностью	вы-

полняется	неравенство	Q 01 27 2F F_ i .	Широков	[26]	по-
казал,	что	аналогичный	феномен	может	иметь	место	для	
квантовой	пропускной	способности	с	нулевой	ошибкой.	
Это	можно	рассматривать	как	экстремальное	проявление	
супераддитивности	пропускной	способности,	в	основе	ко-
торого	 лежат	 необычные	 геометрические	 свойства	 тен-
зорного	 произведения	 каналов,	 улучшающие	 «обрати-
мость»	некоторых	передаваемых	состояний.

8. Секретная классическая 
пропускная способность

Рассмотрим	 передачу	 классической	 информации,	 в	
которой	имеются	три	участника:	отправитель	A,	получа-
тель	B	и	перехватчик	E.	Квантовый	канал	с	перехватом	

BEF 	 задается	 изометрическим	 отображением	 простран-
ства	A	в	пространство	BE.	Предположим,	что	A	выбирает	
состояния	{ }A

xr 	с	вероятностями	{ };px тогда	участ	ники	B	и	
E	получают	соответственно	состояния	{ }B

xr 	и	{ }E
xr ,	верх-

ними	 границами	шенноновской	 информации	 для	B	 и	E 
являются	 величины	 ({ },{ })px B

xc r 	 и	 ({ },{ }),px E
xc r 	 где	 c 

определено	формулой	(11).	По	аналогии	с	классическим	
каналом	с	перехватом	[7],	«секретность»	передачи	может	
быть	охарактеризована	величиной	

({ },{ }) ({ },{ })p px B
x

x E
xc r c r- .

Полагая,	что	входные	состояния	 A
xr 	являются	чистыми,	и	

обозначая	 среднее	 состояние	 входного	 ансамбля	 как	
pA x A

x

x
r r=r / ,	получаем	ключевое	соотношение

( , ) ({ },{ }) ({ },{ })I p pc A B x B
x

x E
xr c r c rF = -r ,	 (21)

которое	 раскрывает	 важную	 связь	 между	 когерентной	
информацией	и	секретной	классической	пропускной	спо-
собностью	(определена	ниже);	соотношение	также	указы-
вает	 путь	 доказательства	 прямой	 теоремы	кодирования	
для	квантовой	пропускной	способности	через	рассмотре-
ние	канала	с	перехватом.

Точная	верхняя	грань	множества	достижимых	скоро-
стей	 передачи	 при	 условии,	 что	 взаимная	 информация	
между	A	и	E	асимптотически	исчезает,	называется	секрет-
ной	классической	пропускной	способностью	 ( )Cp BEF 	ка-
нала	с	перехватом.	Для	нее	имеет	место	выражение

( ) ({ },{ })lim maxC n p1
,

( )
p BE

n p
i
n

B
i

( ) ( )

( )
n n

nc rF =
"3

7

/

 ({ },{ })p ( )
i
n

E
i

( )nc r- A,	 (22)

где	максимум	берется	по	всем	конечным	наборам	состоя-
ний	 ( )n { }A

i
( )nr=/ в	H A

n5 	и	распределениям	вероятностей	
{ }p p( ) ( )n

i
n= 	(мы	используем	обозначения	 [ ],B

i
B
n

A
i

( ) ( )n nr rF= 7
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i

E
n

A
i

( ) ( )n nr rF= 7 ).
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Из	соотношений	(19),	(21)	и	(22)	вытекает	важное	не-
равенство	 между	 квантовой	 и	 классической	 секретной	
пропускными	способностями:

Q CB p BEGF F_ _i i.

Это	 неравенство	 следует	 из	 того,	 что	 при	 вычислении	
Cp BEF_ i	учитываются	все	ансамбли	состояний,	а	при	вы-
числении	Q BF_ i	–	только	ансамбли	чистых	состояний	для	
A.	В	общем	случае	возможно	строгое	неравенство,	поэто-
му	особый	интерес	представляет	следующее	утверждение:	
если	канал	 BF 	деградируемый	[24],	то

,maxC Q Ip BE B c rF F F= =
t

_ _ _i i i.	 (23)

Это	позволяет	в	ряде	интересных	случаев	явно	вычислить	
пропускные	способности	Cp	и	Q	(подробнее	см.	в	[1]).

В	 завершение	 краткого	 обсуждения	 каналов	 с	 пере-
хватом	упомянем	обширную	область	квантовой	крипто-
графии,	которая	представляет	собой	самостоятельный	и	
глубоко	разработанный	раздел	квантовой	информатики	
(см.,	напр.,	обзоры	[27,	28]).

9. Заключение

В	работе	рассмотрены	основные	пропускные	способ-
ности	квантовых	каналов	связи.	Дальнейшее	развитие	те-
ории	приводит	к	изучению	квантовых	каналов	с	многими	
пользователями	 («квантовый	 интернет»)	 [29].	 Большой	
раздел	квантовой	информатики	посвящен	исследованию	
систем	с	«непрерывными	переменными»,	основанных	на	
принципах	квантовой	оптики,	а	также	гибридных	оптико-
атомарных	 систем.	Многие	 эксперименты	 и	 протоколы	
квантовой	теории	информации,	проводящиеся	в	лабора-
ториях	ряда	развитых	стран,	реализуются	именно	на	та-
ких	системах.
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