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1. Введение

Важным объектом исследований в квантовой инфор-
мации является ансамбль двух неортогональных состоя-
ний, для которого существенны следующие свойства кван-
товой механики:

– для таких состояний невозможно клонирование [1], 
а при попытке провести приближенное клонирование вы-
ходные состояния будут отличаться от исходных [2];

– недоступна операция вещания (broadcasting) таких 
состояний [3], т. е. нельзя раздать исходные состояния не-
скольким участникам (с допустимой сцепленностью меж-
ду ними) так, чтобы частичное состояние каждого участ-
ника совпадало с исходным;

– передаваемая с помощью таких состояний инфор
мация супераддитивна [4, 5], т. е. коллективные измерения 
над всей передаваемой последовательностью дают боль-
ше информации, чем индивидуальные измерения с после-
дующей классической обработкой результатов;

– возможно распределение секретного ключа по про-
токолу квантовой криптографии B92 [6].

Эти явления связаны с невозможностью достоверного 
различения между неортогональными квантовыми состо-
яниями: если бы это было возможно, то, в частности, мож-
но было бы приготовить копию исходного состояния, а 
перехватчик в квантовой криптографии мог бы сделать 
такую копию для себя, оставшись незамеченным. В то же 
время квантовая механика оставляет возможность частич-
но «обойти» запрет на достоверное различение между не-
ортогональными состояниями как с помощью безошибоч-
ного измерения, которое используется в квантовой крип-
тографии и способно с некоторой вероятностью успеха 

дать полную информацию о сигнале, так и с помощью 
коллективных измерений, которые способны дать больше 
информации по сравнению с индивидуальными измерени-
ями, в чем и состоит явление супераддитивности.

Количественное описание связи этих явлений с харак-
теристиками ансамбля квантовых состояний является ак-
туальной научной задачей, для которой, насколько нам 
известно, еще не было получено полного решения, несмо-
тря на ряд важных результатов, таких как введение кван-
тового дискорда как меры «квантовости» корреляций, не 
всегда связанной со сцепленностью. Оригинальное опре-
деление дискорда [7] имеет связь с явлением квантовой су-
пераддитивности, поскольку рассматривает разность меж-
ду максимумом достижимой информации и максимумом 
информации, достижимой при индивидуальных измере-
ниях. Позже были предложены другие подходы к опреде-
лению дискорда [8], например связанные с различными 
метриками на множестве квантовых состояний, но до сих 
пор открыт вопрос о возможности количественного опи-
сания многих квантовых явлений через дискорд.

Явление супераддитивности связано с возможностью 
применять коллективные наблюдаемые, в то время как ан-
самбль состояний состоит из разделимых состояний-про
изведений [9]. Представляет интерес ситуация, когда на 
вход канала также подаются сцепленные состояния. Важ
ным результатом является то, что кодирование с помо-
щью сцепленных состояний в общем случае может дать 
увеличение взаимной информации [10], но оно достигает-
ся в довольно сложных условиях.

В настоящей работе рассматриваются более простые 
ситуации, в которых используются сцепленные состояния 
для коммуникации с несколькими получателями, и сце-
пленность позволяет преодолеть ограничения, обусловлен-
ные независимой друг от друга работой получателей, а 
также с их возможным недоверием друг к другу при рас-
пределении секретных ключей. Для различных ситуаций 
получены оценки на суммарную публичную взаимную 
информацию между отправителем и несколькими полу-
чателями, а также на суммарную длину секретного ключа 
в случае идеального канала между отправителем и полу-
чателями.
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В разд.2 вводятся основные понятия, а также дается 
описание явления супераддитивности и рассмотрен выи-
грыш от применения коллективных наблюдаемых для од
ной из простых ситуаций – использования кода с повто-
рением. В разд.3 рассматриваются задачи распределения 
публичной информации и секретного ключа между не-
сколькими пользователями, в которых использование ко
да с повторением оказывается связанным с задачей при
ближенного клонирования квантовых состояний. Разд.4 
посвящен тем же задачам, но с использованием сцеплен-
ных состояний вместо разделимых, что отвечает преобра-
зованию приближенного вещания, а в разд.5 рассматри-
вается использование разбавления сцепленности для соз-
дания независимых ансамблей для каждого участника. В 
Заключении приведены основные результаты работы.

2. Выигрыш от использования 
коллективных наблюдаемых

Рассмотрим простой бинарный классически-квантовый 
(c-q) канал, т. е. канал, имеющий на выходе квантовые 
состояния { , },1; ;H Hy y0  соответствующие входным класси-
ческим сигналам 0 и 1, при этом выходные состояния не-
ортогональны и не совпадают: (0,1)0 1 d;G Hy y k= . Отпра
витель выбирает сигналы, а получатель проводит изме-
рение и делает вывод о том, какое состояние было посла-
но. Наблюдаемая P  в квантовой механике описывается 
набором неотрицательных эрмитовых операторов, сум-
мирующихся в единичный оператор: { } :M Mi i iP = =

0,M *
i H  .M Iii

=/  Вероятность исхода i при измере-
нии состояния r наблюдаемой P  определяется как p (i ) = 
Tr( rMi).

При передаче информации центральной задачей яв-
ляется максимизация взаимной информации между пе-
редающей и приемной стороной в условиях многократ-
ной передачи состояний, при этом важным является ис-
пользование кодовых слов (см. [9]). При бинарном коди-
ровании классическое кодовое слово w = (x1, . . . , xN), где 

(0,1)xid  отображается в состояние-произведение Sw =

.x xN1
7 7f; ;H Hy y  Кодом (W, M ) называется набор из K 

классических кодовых слов {w (i)} длины N и наблюдае-
мой M с K + 1 исходами {0, 1, . . . , K }, где исход 0 соответ-
ствует уклонению от принятия решения. Скорость кода R 
определяется как

log
R N

K
= .

Взаимная информация между входом и выходом 
при использовании кодовых слов длины N задается ве-
личиной

({ }, ) ( )I p M p p k iN i i
i

N
k

;=t t/ /

	 [ ( ) ( ) ]log logp k i p k i pN N i
i

; ;# - l l
l

t/ ,	 (1)

где w( ) Trp k i S MN k( )i; =  – вероятность получения k-го ис-
хода при отправке i-го кодового слова, а pit  – вероятность 
отправки i-го кодового слова. Можно определить пропуск-
ную способность при использовании кодовых слов дли-
ны N как максимум взаимной информации при использо-
вании лучшего кода и измерения:

({ }, ).maxC I p M
{ },

N
p M

N i
i

= t
t

	 (2)

Если для классического случая всегда выполняется 
CN = NC1, то в квантовом случае возможно явление супе-
раддитивности: CN > NC1. Это явление заключается в том, 
что пропускная способность c-q каналов может увели-
читься при использовании коллективных измерений над 
всей последовательностью, что не достигается в класси-
ческом случае. Важную роль играет величина C1 – макси-
мальная взаимная информация, достижимая при индиви-
дуальных измерениях, называемая пропускной способ-
ностью за один шаг (one-shot capacity).

Простой пример ситуации, когда указанный выше c-q  
канал демонстрирует супераддитивность, приведен в [11]: 
был построен конкретный код с K = 4 кодовыми словами 
длины N = 3, для которого I3 > 3C1, т. е. взаимная инфор-
мация при коллективном измерении таких кодовых слов 
более чем втрое превышает пропускную способность при 
индивидуальных измерениях.

Величина C = lim N ® ¥ N –1CN называется пропуск-
ной способностью классически-квантового канала свя-
зи. Квантовая теорема кодирования [4, 5] утверждает, что 
эта величина равна максимуму величины Холево (или 
c-величины), которая в общем случае ансамбля ({ ri},{ pi}), 
где каждое состояние ri имеет вероятность pi, принимает 
вид

({ },{ }) ( ) .p S p p Si i i i
i

i i
i

c r r r= -d n/ / 	 (3)

Здесь S( r) – энтропия фон Неймана квантового состоя-
ния.

Для двух чистых равновероятных состояний, { , },1; ;H Hy y0  
величина Холево записывается как

,,, 2
1
2
1

1; ;H Hc y y0
a k# %- /

	 1S h2
1

20 0 1 1 2; ; ; ;HG HGy y y y k
= + =

-_a aik k,	 (4)

где h2(x) = – (1 – x)log( 1– x) – xlogx – бинарная энтропия 
Шеннона.

Для супераддитивности важны как коллективные из-
мерения, так и кодовые слова, не распадающиеся на при-
менение кодов с меньшей длиной кодового слова [12]. 
Задача построения «хороших» кодов в классической тео-
рии кодирования является весьма нетривиальной, поэто-
му имеет смысл отдельное рассмотрение явления увеличе-
ния взаимной информации при использовании коллек-
тивной наблюдаемой. Сделаем это на примере простого 
кода – кода с повторением. Этот код содержит два кодо-
вых слова

{ , } { , },W w w N N
1 1; ; ; ;H H H Hy y= = 7 7

0 0 	 (5)

для этих слов w w N
1;G H k=

0 . Состояния w; H0  и w1; H  по-
прежнему являются неортогональными квантовыми состо-
яниями, и легко найти наблюдаемую оптимального разли-
чения между ними.

Будем использовать наблюдаемую, получаемую из ква-
дратного корня оператора Грама [13]. Оператор Грама ан-
самбля равновероятных состояний { , }w w1; ;H H0
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,G w w w w2
1

0 0 1 1; ; ; ;HG HG= +_ i

и его нормированные собственные векторы имеют вид 

1
,

2
1

N

N N
0 0 1; ; ;H H Hl

k
y y=

+
+7 7_ i 	

1
,

2
1

N

N N
1 0 1; ; ;H H Hl

k
y y=

-
-7 7_ i

с соответствующими собственными значениями 2
1 (1 ± Nk ). 

Поэтому 

1 1
,G

2
1

2
1/

N N

1 2
0 0 1 1; ; ; ;HG HG

k
l l

k
l l=

+
+

-

-

и измерительный базис задается векторами

,e G w
2
1

2
1/

0
1 2

0 0 1; ; ; ;H H H Hl l= = +- _ i 	

,e G w
2
1

2
1/

1
1 2

1 0 1; ; ; ;H H H Hl l= = -- _ i 	

(6)

где множитель 1/ 2  является квадратным корнем вероят-
ности состояний.

Несложно видеть, что при таком кодировании вероят-
ность ошибки

Q e 2
1

2
1

2
1N

N N

0 1
2

2

; ; ; ;G Hy k k
= =

+
-

-7 d n

	 1 .2
1 1 N2k= - -_ i 	 (7)

И для взаимной информации при коллективном измере-
нии имеем

( , ) 1 ( ) 1 ( 1 )I A B h Q h 2
1 1,colN

N
2 2

2k= - = - - -a k.	 (8)

Аналогичными действиями можно вычислить вероят-
ность ошибки q при индивидуальном различении состоя-
ний { , }1; ;H Hy y0  в каждой позиции:

1q 2
1 1 2k= - -_ i,

при этом вычисление взаимной информации с учетом 
неравномерного распределения вероятностей сигналов на 
выходе менее тривиально – для N = 2 взаимная инфор-
мация

( , ) ( ) ( ) 1 (2 (1 ))I A B H Y H Y X h q q,ind2 2;= - = + - 	

	 2 ( ) 1 2
1

.h q h h2 2
1

2 2

2

2

2k k
- = + -

- -d dn n 	 (9)

Из (8) и (9) несложно видеть, что I2, col (A, B) > I2, ind (A, B), 
т. е. при использовании тех же кодовых слов коллектив-
ные измерения дают выигрыш по взаимной информа-
ции, в то же время код с повторением не дает в данном 
случае возможности достижения общей супераддитивно-
сти (I2, col (A, B) > 2C1), для этого необходимы более слож-

ные коды [11, 12]. В следующих разделах мы рассмотрим 
применение кода с повторением для задач передачи ин-
формации нескольким пользователям и для распределе-
ния секретного ключа и покажем, что там его применение 
может быть более оправданным.

Представляет интерес мера сцепленности векторов из-
мерения (6), поскольку именно наличие векторов, не рас-
падающихся на индивидуальные измерения, дает возмож-
ность получать больше информации при измерении. В мно-
гочастичной системе определение меры сцепленности не-
однозначно [14], поэтому рассмотрим случай N = 2. Мера 
сцепленности одинакова для обоих состояний e0; H  и ,e1; H  
поэтому рассмотрим одно из них:

1 1
e 2

1 1 1
0 2 2 0; ; ;H H H

k k
y y=

+
+

-
0d n<

	
1 1

1 1
2 2 1 1; ;H H

k k
y y+

+
-

-
d n F,

частичное состояние первой подсистемы имеет вид
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Мера сцепленности этого состояния задается энтро-
пией фон Неймана состояния подсистемы и равна

.h 2
1 1

1
1 2

2 2

2

k
k

-
+

+f p> H 	 (10)

Эта мера тем больше, чем больше k , т. е. чем менее 
различимы состояния { , }.1; ;H Hy y0  С точки зрения выраже-
ний для взаимных информаций (8) и (9) мера сцепленно-
сти может иметь следующий смысл: члены h2(Q) и 2h2(q) 
в выражениях для коллективной и индивидуальной вза-
имной информации означают меру сцепленности систе-
мы и окружения после совершения измерения, и эта мера 
оказывается меньше в случае коллективных измерений. 
Вычисления показывают, что мера сцеплености вектора 
измерений является монотонной функцией от разности 
2h2(q) – h2(Q), и наоборот: указанная разность – монотон-
ная функция от сцепленности. Это может говорить о том, 
что сцепленность операторов наблюдаемой помогает сни
зить ошибку, т. е. сцепленность состояния и окружения 
после измерения. Данное явление представляет интерес для 
дальнейших исследований.

3. Задача клонирования и распределение 
информации между несколькими 
получателями

Код с повторением примечателен также тем, что при 
его использовании отправитель работает с двумя кван-
товыми состояниями N; Hy 7

0  и N
1; Hy 7  (далее предполага-

ется, что N ³ 2), и их можно считать действием преобра-
зования

N
0 0"; ;H HyF 7 ,

N
1 1"; ;H HyF 7 	

(11)
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на исходные векторы { , }1; ;H HF F0  в двумерном пространстве, 
где 1;G H aF F =

0 . Операция (11) – это операция прибли-
женного клонирования состояний { , }.1; ;H HF F0  Как извест-
но, неортогональные квантовые состояния не могут быть 
клонированы [1], но приближенное клонирование возмож-
но [2]. В данном случае важным ограничением является 
условие унитарности операции (11), из которого следует 
соотношение между скалярными произведениями a = .Nk

На применение кода с повтроением можно взглянуть 
следующим образом: отправитель обладает состояниями 
{ , },1; ;H HF F0  но решает отправить их не в исходном виде, а 
произведя их приближенное клонирование, которое раз-
бивает состояния на несколько частей, и отправляет эти 
части по одной. Коллективное измерение получателя мож-
но трактовать как совершение им обратного преобразо-
вания, при котором он собирает частичные состояния 
вместе. В то же время при индивидуальных измерениях по-
лучатель имеет множество «лишних» исходов, которые 
уменьшают его информацию.

Такой подход позволяет рассмотреть задачу отправ-
ления состояний { , }1; ;H HF F0  нескольким получателям, при 
этом каждый получатель может совершать свое измере-
ние, в том числе коллективным образом, но получатели 
действуют независимо друг от друга, и им уже недоступ-
на обратная операция «сборки» состояний { , }.1; ;H HF F0 Не
сложно определить величину Холево состояний каждого 
получателя в такой ситуации:

, 1 .h h2 2
1

part

N

1 2 2; ;H Hc c y y k a
= =

-
=

-
0_ a di k n# - 	 (12)

Видно, что при фиксированном a с увеличением числа 
получателей N максимальная информация каждого из 
них стремится к нулю, при этом общая переданная ин-
формация, задаваемая суммой информаций получателей, 
является при a Î     ÎÎ(0, 1) и достаточно больших N суперад-
дитивной величиной: 

c , .N part 12 ; ;H Hc y y0_ i# - 	 (13)

Получатели, однако, не могут после измерения объ
единиться и совместными действиями (например, обра-
боткой результатов их измерений) получить информа-
цию, превышающую исходную величину Холево состоя-
ний { , },1; ;H HF F0  т. к. их результаты измерений будут ду-
блироваться.

Операция приближенного клонирования состояний 
для отправки нескольким пользователям представляет 
интерес и с точки зрения криптографии. В самом деле, 
можно поставить задачу создания секретного ключа меж-
ду отправителем и несколькими получателями, когда от-
правитель посылает неортогональные состояния несколь-
ким получателям сразу, и итогом становится получение 
своего ключа каждым участником. В этом случае между 
отправителем и каждым из получателей возникает подо-
бие протокола B92 [6], при котором каждый получатель 
измеряет состояние с помощью безошибочного измере-
ния, задаваемого наблюдаемой: 

1 , 1 ,M
I

M
I

0
1 1

1
0 0; ; ; ;HG HG

k
y y

k
y y

=
+

-
=

+
-

	 .M I M M? 0 1= - - 	

(14)

Такое измерение либо дает полную информацию о со-
стоянии с вероятностью pconc = 1 – k  (такой исход (0 или 
1) называют определенным (conclusive)), либо с вероятно-
стью p? = k  оно дает неопределенный (inconclusive) ре-
зультат, который говорит о том, что извлечь информа-
цию не удалось.

Дальнейшие действия участников таковы: каждый по-
лучатель сообщает отправителю позиции, в которых он 
получил определенный исход. Если в данной позиции 
только один получатель смог получить информацию, он 
использует это значение как бит «сырого» ключа, в слу-
чае же определенных результатов у нескольких получате-
лей отправитель случайным образом решает, кто из полу-
чателей использует это значение бита, а остальные его не 
используют и вычеркивают из своей памяти. Такая схема 
действий требует доверия между получателями, что все 
они ведут себя по протоколу и, в частности, действитель-
но «забывают» значения общих битов.

При полном доверии между участниками и при отсут-
ствии ошибок и затухания в канале все пользователи по-
лучают независимые ключи. Длина секретного ключа каж-
дого участника определяется вероятностью получения 
полной информации и вероятностью коллизии с другими 
участниками, когда они тоже получили определенные ре-
зультаты. Вероятность получения ключа в данной пози-
ции одним из участником при полном доверии равна ве-
роятности того, что хотя бы один из участников получит 
определенный исход:

l key, all = 1 1 1p?
N Nk a- = - = - .	 (15)

Это вероятность равна вероятности получения опреде-
ленного результата при отправке состояний { , }1; ;H HF F0  
одному отправителю. Отсюда следует, что при полном 
доверии и идеальном канале сумма длин секретных клю-
чей участников в точности равна длине ключа одного 
участника, как если бы он получил все состояния.

В то же время если один из получателей подозревает, 
что часть других получателей действует не по протоколу, 
то и при отсутствии ошибки ему следует предполагать, 
что перехватчик имеет частичную информацию о ключе, 
задаваемую величиной Холево состояний недобросо-
вестных участников (им выгоднее объединиться вместе и 
использовать общие измерения над своими подсистема-
ми). Тогда суммарная длина ключа, передаваемого всем 
доверенным пользователям при наличии F недоверенных 
пользователей и при идеальном канале удовлетворяет не-
равенству

l key, trusted (1 ) {1 [ (1 )]}.p p h 2
1

? ?
N F F F

2H k- - -- 	 (16)

Эта вероятность включает в себя вероятность получе-
ния определенного исхода хотя бы у одного из N – F дове-
ренных пользователей, отсутствие определенного исхода у 
F недоверенных пользователей, а также исключение ин-
формации, которую могли получить недоверенные поль-
зователи при лучшем измерении. В (16) дана консерва-
тивная оценка: если часть пользователей решили совер-
шать оптимальное коллективное измерение для получе-
ния величины Холево, равной 1 – h2 [ 2

1 (1– Fk )], то они уже 
лишены возможности провести безошибочное измерение 
своих состояний и либо не смогут просигнализировать 
отправителю об определенном исходе в ожидаемом коли-
честве позиций, либо обнаружат себя по ошибочному зна-
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чению этих битов на этапе раскрытия части последова-
тельности. Отметим, что при наличии ошибки между не-
которыми пользователями оценка (16) уже не является 
верной, т. к. внесение ошибки дает недобросовестным участ-
никам новые возможности: в частности, они могут совер-
шать измерение с безошибочным различением состояний 
и, наоборот, сигнализировать об определенном результа-
те, когда результат был неопределенным, чтобы исклю-
чить такие позиции из ключа. Также не были учтены ве-
роятность затухания в канале и то, как она может быть 
использована перехватчиком [15], поскольку для идеаль-
ного канала затухания нет. Полный анализ подобной си-
стемы с учетом возможности внесения ошибки и блоки-
рования части состояний может быть темой будущих ис-
следований; в настоящей работе имеет значение общий 
принцип: при использовании подобной схемы большое 
число доверенных пользователей способно увеличить дли-
ну ключа, получаемого каждым из них.

Также отметим, что в рассматриваемой схеме отпра-
витель не знает, кто из получателей ведет себя недобросо-
вестно, и не способен не отправлять состояния именно 
этим участникам. В то же время для каждого получателя 
набор недоверенных участников может быть различным, 
в том числе может быть разным, вообще говоря, и их чис-
ло, и только от числа таких участников зависит длина 
ключа каждого пользователя.

Следует также упомянуть схожие задачи, связанные с 
криптографическими протоколами нескольких участни-
ков: распределение общего секретного ключа между груп
пой удаленных пользователей [16, 17], а также разделение 
секретного сообщения между несколькими участниками, 
при котором они вместе могут прочитать сообщение, но 
любое их подмножество уже не будет иметь доступа к се-
крету [18].

4. Задача вещания квантовых состояний 
и использовние сцепленных 
состояний в канале

Если ставить целью распределение максимальной пу-
бличной информации среди не связанных между собой 
пользователей при наличии исходных состояний { , }1; ;H HF F0

у отправителя, то можно видеть, что преобразование при
ближенного клонирования (11) не является оптимальным. 
Рассмотрим операцию вещания, при которой выходные 
состояния могут быть сцепленными: 

,p p1 N N
0 0 0"; ; ;H H Hj jF - +7 7=

,p p1 N N
1 1 1"; ; ;H H Hj jF - +7 7= 	

(17)

где 0 £ p < 1, и из соображений унитарности следует

(1 )p pN N
1 0 1; ;G H G Ha j j j j= - + = =

0

	 ( ),p p1 N N
0 1 0 1; ;G H G Hj j j j+ - += = 	 (18)

что дает другие скалярные соотношения для векторов i; Hj  
относительно векторов ,i; Hy  отвечающих операции при-
ближенного клонирования (11).

Задача квантового вещания обобщает задачу клони-
рования, т. к. последнее не допускает сцепленности выход-
ных состояний. Для двух некоммутирующих матриц плот

ности также имеет место запрет вещания [3], т. е. получен-
ные частичные состояния

(1 ) ,p p0 0 0 0 0; ; ; ;HG HGr j j j j= - + = =

(1 )p p1 1 1 1 1; ; ; ;HG HGr j j j j= - + = = 	
(19)

каждого участника обязательно будут отличаться от ис-
ходных состояний { , }.0 1 1; ; ; ;HG HGF F F F0

Для частичных состояний (19) важным является то, 
что их величина Холево уже не стремится к нулю при ро-
сте числа получателей. В самом деле, существует индиви-
дуальное измерение состояний { , },1; ;H HF F0  которое разли-
чает их с вероятностью ошибки 

( 1 ),Q 2
1 1 22 a= - -

совпадающей с (7). После такого измерения копированием 
классических взаимно ортогональных состояний { , },e e1; ;H H0

соответствующих результатам измерения 0 и 1, можно по-
лучить состояния

,Q e Q e1 N N
0 0 1"; ; ;H H HF - +7 7

Q e Q e1 N N
1 1 0"; ; ;H H HF - +7 7 	

(20)

для произвольного N.
Таким образом, величину Холево каждого участника 

после преобразования (17) можно сделать не меньше ве-
личины взаимной информации при индивидуальном из-
мерении состояний { , }:1; ;H HF F0

({ , }) 1 ( ).h Q0 1 2Hc r r -

Имеет смысл рассмотреть задачу максимизации ин-
формации ({ , }),0 1c r r  которая может быть распределена 
между отправителем и каждым из независимых получате-
лей, при условии унитарности (18). Запрет полного веща-
ния говорит о том, что при a Î     ÎÎ(0, 1) она меньше исходной 
c-величины: 

({ , }) ({ , }).0 1 11 ; ;H Hc r r c F F0 	

Это явление можно назвать запретом информацион-
ного вещания: нельзя имеющиеся квантовые состояния 
использовать для передачи информации произвольному 
числу пользователей без потери информации при этом. 
Такой запрет можно рассматривать как двойственное яв-
ление к супераддитивности классической пропускной спо-
собности c-q канала. Если супераддитивность связана с 
возможностью совершить коллективные измерения над 
всей передаваемой последовательностью, то запрет ин-
формационного вещания связан с невозможностью не-
скольких пользователей совершить совместное коллектив-
ное измерение, в то время как каждый из них совершает 
коллективные измерения над своей последовательностью 
состояний, полученной за несколько сеансов связи, что по-
зволяет использовать c-величину частичных состояний при 
оценке информации участника.

При приближенном вещании хорошо решается задача 
распределения публичной информации, однако такое пре
образование, как легко видеть, плохо подходит для рас-



«Квантовая электроника», 50, № 5 (2020)	 Д.А.Кронберг466

пределения ключей, поскольку получатели из-за их сце-
пленности будут получать совпадающий ключ, и распре-
деление независимых ключей оказывается крайне неэф-
фективным. Это можно интерпретировать так: низкая 
«квантовость» ансамблей состояний, которые получает 
каждый участник, делает распределение ключей плохо 
реализуемым.

Рассмотрим также ситуацию, когда отправитель вы-
полнил преобразование (17), но после этого отправил все 
состояния одному получателю. Тогда в силу соотноше-
ния унитарности (18) взаимная информация между от-
правителем и получателем при коллективных измерениях 
последнего над всеми N состояниями неизменна и равна 
пропускной способности за один шаг для состояний 
{ , }:1; ;H HF F0

( , ) ({ , }) 1 ( )I A B C h Q1col 1 2; ;H HF F= = -
0

	 1 ,h 2
1 1

2

2a
= -

- -d n

что совпадает с (8). При индивидуальных же измерениях 
взаимная информация оказывается выше, чем это позво-
ляет сделать клонирование (см. (9)), и определяется как

( , ) ({ , }).I A B Cind 1 0 1r r=

Если ставить задачу максимизации Iind (A, B), то легко ви-
деть, что максимум достигается при измерении состоя-
ний { , }1; ;H HF F0  и приготовлении нескольких копий (20) и 
не отличается от пропускной способности Iind (A, B) при 
коллективном измерении получателя над N посылками. 
Таким образом, выигрыш от использования коллектив-
ных измерений в этом случае отсутствует.

В итоге, сцепленность между состояниями различных 
участников действует как конструктивно для задачи ин-
формационного вещания и максимизации информации 
получателя при индивидуальных измерениях, так и де-
структивно для задачи распределения независимых клю-
чей среди нескольких пользователей.

5. Разбавление сцепленности 
на передающей стороне

В двух предыдущих разделах рассматривались действия 
отправителя, при которых он изначально обладает набо-
ром неортогональных состояний { , }1; ;H HF F0  и совершает с 
ними действия, результатом чего оказываются состояния в 
новом пространстве, вообще говоря, другой размерности. 
Эту ситуацию можно обобщить на случай, когда отправи-
тель обладает сцепленным состоянием системы AB

0
2
1 10AB A B A B1; ; ; ; ;H H H H HY F F= +_ i	 (21)

и производит действия над ним. Для получения состоя-
ний { , }1; ;H HF F0  в подсистеме B достаточно измерить под-
систему A в базисе { , }0 1; ;H H , но это не единственное воз-
можное действие.

Для состояния (21) можно записать разложение Шмидта 

0 0 1 1 ,2
1

2
1

AB A B A B; ; ; ; ;H H H H Ha aY =
+

+
-r r r r 	 (22)

где по-прежнему a ={ , },1; ;H HF F0  а базис Шмидта задается 
векторами
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Мерой сцепленности двухчастичного состояния (21) 
является энтропия квадратов коэффициентов Шмидтаs

( ) ,E H h2
1

2
1

2
1

2AB; H a a a mY =
+ -

=
-

= aa ak k% / .	 (23)

Важными операциями в квантовой информации явля-
ются концентрация (concentration, также используются 
термины distillation и purification) и разбавление (dilution) 
сцепленности [14, 19]. Концентрация сцепленности позво-
ляет из большого числа частично сцепленных состояний 
получить меньшее число полностью сцепленных состоя-
ний, разбавление же сцепленности – обратная операция, 
которая из небольшого числа состояний высокой сце-
пленности делает большее число состояний меньшей сце-
пленности.

Мера сцепленности состояния (21) равна ma, и это оз
начает, что из него можно получить N состояний ,AB; HY  
мера сцепленности каждого из которых равна /Nma :

.AB AB
N

"; ;H HY Y 7l 	 (24)

Рассмотрим ситуацию, когда отправитель совершает 
такое разбавление и затем измеряет подсистему A каждо-
го из состояний AB; HY l  в базисе { 0 , 1 },; ;H H  после чего в си-
стеме B образуются N независимых ансамблей состояний 
{ , },0 1; ;H Hw w  для которых 0 1;G Hw w определяется из уравнения 

1
.h Nh2

1
22 2
0 1;G Ha w w-

=
-a dk n

Снова отметим, что скалярные соотношения между i; Hw  
отличаются от соотношений между i; Hy  и ,i; Hj  введенных 
для операций приближенного клонирования и вещания 
соответственно. Также обратим внимание, что состояния 

i; Hw  отличаются от кодовых слов wi; H (5), рассмотренных 
в разд.2.

С точки зрения распространения публичной инфор-
мации этот подход хуже описанных выше, так как сум-
марная величина Холево ансамблей { , }0 1; ;H Hw w  равна ве-
личине Холево состояний { , }1; ;H HF F0  и оказывается мень-
ше аналогичной суммы для других случаев.

В то же время такая ситуация хорошо подходит для 
распределения ключей с несколькими получателями при 
отсутствии доверия между ними, так как они получают 
независимые ключи, о которых другие участники не име-
ют информации вне зависимости от их добросовестности. 
При отсутствии ошибки длина секретного ключа каждо-
го участника

l key, part = 1 .0 1;G Hw w-  	 (25)

Сумма ключей участников будет несколько ниже, чем сум-
ма ключей при приближенном клонировании состояний 
и наличии достаточного количества доверенных участни-
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ков, но выше, чем при малом количестве доверенных 
пользователей.

На рис.1 показана скорость генерации ключа при раз-
бавлении сцепленности и при операции приближенного 
клонирования в случае разного числа доверенных пользо-
вателей. Видно, что при большом числе получателей раз-
бавление сцепленности обеспечивает скорость генерации 
ключа, сопоставимую со скоростью при приближенном 
клонировании и половине недоверенных пользователей.

Представляет интерес ситуация, когда все N состоя-
ний отправляются одному получателю. Если получатель 
не имеет возможности совершать коллективные измере-
ния над всей последовательностью, которые давали бы 
величину Холево состояний { , },1; ;H HF F0  то ему не имеет 
смысла совершать коллективные измерения над словами 
длины N, т. к. из-за независимости общий ансамбль кван-
товых состояний распадается на N ансамблей состояний 
{ , },0 1; ;H Hw w  относящихся к подсистемам, и, как отмеча-
лось выше, коллективное измерение не дает выигрыша по 
сравнению с индивидуальным измерением каждого со-
стояния [12]. Отметим, что с ростом N увеличивается раз-
ность между информацией, доступной при коллективных 
и индивидуальных измерениях, при этом измерения над 
всеми N состояниями не дают выигрыша по сравнению с 
индивидуальными. Для будущих исследований представ-
ляет интерес связь этого падения информации с характе-
ристиками наблюдаемой над состояниями AB

N; HY 7l  после 
разбавления сцепленности, поскольку, как было отмече-
но в [20], когерентность (способная служить мерой «кван-
товости») ансамбля, получаемого при измерении части 
сцепленного состояния, зависит от степени неопределен-
ности применяемой наблюдаемой.

6. Заключение

В работе рассмотрены ситуации передачи публичных 
данных и распределения секретных ключей при фиксиро-
ванном ресурсе между удаленными пользователями. В роли 
ресурса выступала мера сцепленности состояния отпра-

вителя, из которого можно получить ансамбль состояний 
или несколько независимых ансамблей. Рассмотрены три 
основных направления при работе с полученным ансам-
блем: приготовление нескольких чистых состояний (при-
ближенное клонирование), приготовление смешанных со-
стояний (вещание) и разбавление сцепленности с приго-
товлением независимых ансамблей. Для каждой ситуа-
ции исследовалась задача передачи публичной информа-
ции как одному, так и нескольким пользователям, а так-
же задача распределения секретного ключа.

При передаче всех состояний одному участнику и воз-
можности совершать коллективные измерения способ пе-
редачи данных не имеет значение, т. к. максимальная вза-
имная информация дается величиной Холево исходных 
состояний { , }1; ;H HF F0  или, что эквивалентно, мерой сце-
пленности состояния .AB; HY  Однако при возможности со-
вершать измерения над N состояниями для трех рассмо-
тренных ситуаций результаты различны. При приближен-
ном клонировании состояний возникает выигрыш от кол-
лективных измерений, который эквивалентен выигрышу 
при применении кода с повторением в ситуации c-q кана-
ла. В случае приближенного вещания выигрыш от изме-
рений над N состояниями невелик, а при достаточной 
сцепленности между состояниями он оказывается нуле-
вым. При разбавлении сцепленного состояния с последу-
ющим его измерением выигрыша от измерения всех N со-
стояний нет вовсе.

Если ставить задачу передачи публичной информа-
ции нескольким участникам, совершающим независимые 
измерения, то приближенное вещание справляется с та-
кой задачей лучше всего, тем не менее нахождение опти-
мального преобразования (информационного вещания) 
над произвольным исходным ансамблем является нетри-
виальной задачей, для которой нет общего решения. Если 
участники ограничены индивидуальными измерениями, 
то такая задача решается путем оптимального измерения 
исходного состояния и приготовления классических со-
стояний на основе результатов измерения.

При распределении независимых ключей между N по-
лучателями плохо подходит операция приближенного 
вещания из-за дублирования сигналов, которое вызвано 
сцепленностью состояний. В качестве основного преоб-
разования логично взять разбавление сцепленности, кото-
рое позволит создать независимый ключ с каждым участ-
ником. Однако любопытна ситуация, возникающая при 
приближенном клонировании: скорость распределения 
ключей с каждым участником зависит от доверия между 
участниками. Чем больше доверенных пользователей, от-
носительно которых участник уверен, что они ведут себя 
по протоколу, тем выше скорость распределения ключа 
для данного участника.

По мнению автора, эти ситуации имеет смысл при-
нять во внимание при количественном описании явлений 
квантовой физики и работы протоколов квантовой ком-
муникации. Также стоит обратить внимание на ряд со-
путствующих задач: исследование влияния сцепленности 
на выигрыш от коллективных измерений, нахождение оп
тимального преобразования информационного вещания 
для передачи максимума публичной информации несколь-
ким получателям при данных исходных квантовых состо-
яниях, а также на строгую оценку длины секретного клю-
ча при его распределении между отправителем и несколь-
кими получателями в зависимости от числа доверенных 

Рис.1.  Зависимость скорости генерации секретного ключа на один 
бит посылки от числа получателей N при операции приближенно-
го клонирования и при разбавлении сцепленности. Сплошной кри-
вой показана сумма ключей пользователей при разбавлении сце-
пленности, когда длина ключа каждого участника дается форму-
лой (25). Другие кривые соответствуют операции приближенного 
клонирования и вычисляются согласно (16): пунктирная – при 10 
доверенных пользователей, штриховая – при половине доверенных 
пользователей, штрих-пунктирная – при 10 недоверенных пользо-
вателей. Исходная мера сцепленности состояний отправителя рав-
на h2 [0.5 (1 – 1/ )2 ], что соответствует ( / )cos 40 1;G H pF F = .
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получателей, в том числе при неидеальном канале и нали-
чии ошибок.
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