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1. Введение

Интерес	 к	 термодинамически	 равновесным	 кванто-
вым	вихрям	обусловлен	несколькими	причинами.	Прежде	
всего,	термодинамические	(создаваемые	тепловыми	флук-
туациями)	квантовые	вихри	определяют	многие	физиче-
ские	особенности	квантовых	жидкостей,	такие	как	фазо-
вый	переход	или	кинетические	свойства	(см.,	напр.,	[1]).	В	
этом	смысле	изучаемая	проблема	имеет	самостоятельный	
интерес.

Другая	мотивация	связана	с	теорией	квантовой	турбу-
лентности,	а	именно	с	задачей	о	стохастической	динамике	
квантовых	вихревых	нитей	в	текущих	(и	противотекущих)	
сверхтекучих	жидкостях	и	в	конденсате	Бозе	–	Эйнштейна.	
Теория	квантовой	турбулентности,	инициированная	рабо-
тами	Фейнмана	[2]	и	Онзагера	[3],	всегда	привлекала	при-
стальное	внимание	физиков.	Важные	этапы	исследований	
квантовой	турбулентности	–	создание	мак	роскопической	
теории	 (Вайнен	 [4]),	 а	 также	первая	численная	работа	
(Шварц	[5]),	в	которой	были	получены	различные	харак-
теристики	вихревого	клубка.	В	настоящее	время	теория	
квантовой	турбулентности	является	активно	развивающей-
ся	дисциплиной,	имеющей	большое	число	приложений	в	
различных	областях	физики,	начиная	от	исследований	
ультрахолодных	атомов	и	тяжелых	ионов	до	классиче-
ской	турбулентности	и	физики	нейтронных	звезд.	Приме-
ром	могут	служить	теория	классической	турбулентности	
[6],	теория	космических	струн	[7],	теория	дислокаций	в	твер-
дых	 телах	 [8],	 а	 также	 теория	 фазовых	 переходов	 [1].	
Концепция	квантовой	турбулентности	используется	так-

же	 в	 исследованиях	 кварк-глюонной	 плазмы	 [9]	 и	 ней-
тронных	звезд	[10].	Отметим	две	недавние	международные	
конференции,	где	обсуждалась	совокупность	перечислен-
ных	выше	проблем	–	 INT	Program	INT-19-1a	«Quantum	
Turbulence:	Cold	Atoms,	Heavy	 Ions,	 and	Neutron	 Stars»	
(Seattle,	 USA,	 2019),	 http://www.int.washington.edu/
PROGRAMS/19-1a/	и	«Turbulence	of	all	kinds»	(Osaka	City	
University,	2020),	https://sites.google.com/view/toak2.

Квантовая	турбулентность	в	конденсате	Бозе	–	Эйн-
штейна	обычно	изучается	на	основе	исследования	макро-
скопической	волновой	функции,	подчиняющейся	нелиней-
ному	 уравнению	Шредингера.	 Исследования	 динамики	
ультрахолодных	атомов,	как	теоретические,	так	и	экспе-
риментальные,	весьма	многочисленны	(см.,	напр.,	[11	–	14]).

Основная	 часть	 наших	 представлений	 о	 структуре	 и	
динамике	вихревых	клубков	получена	из	эксперимента	и	
прямого	численного	моделирования.	Теоретические	ис-
следования	сильно	отстают.	Конечно,	такая	ситуация	не-
удовлетворительна	для	теоретиков,	но	это	в	равной	сте-
пени	неудовлетворительно	и	в	целом.	Действительно,	что-
бы	сделать	более	эффективными	и	надежными	численные	
исследования	и	экспериментальные	измерения,	очевидно,	
требуется	поддержка	и	новые	идеи	на	основе	аналитиче-
ских	исследований.	Отсутствие	последовательной	теории	
связано,	во-первых,	с	необыкновенной	сложностью	зада-
чи	и,	во-вторых,	с	тем	обстоятельством,	что	для	описания	
динамики	вихрей	используется	феноменологический	под-
ход,	и	многие	элементы	эволюции,	например	перезамыка-
ние	(реконнекция)	нитей,	носят	искусственный	характер	
(см.	обзор	[15]).	Таким	образом,	существует	необходи-
мость	в	каком-то	частном	подходе	к	общей	проблеме.	
Важным	вариантом	этого	подхода	является	изучение	тер-
модинамического	 равновесия	 в	 системе	 квантовых	 вих-
рей	в	случае	противотока	нормальной	и	сверхтекучей	ком-
понент.	Как	показано	ранее,	эта	задача	имеет	аналитиче-
ское	решение	(см.	работу	[16]	и	приведенные	в	ней	ссыл-
ки),	 поэтому	 есть	основания	прояснить	многие	 аспекты	
структуры	и	динамики.	
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В	настоящей	работе	исследована	 задача	о	 структуре	
термодинамически	равновесного	хаотического	клубка	кван-
товых	вихревых	нитей	в	сверхтекучих	жидкостях	и	в	кон-
денсате	Бозе	–	Эйнштейна	в	присутствии	противотока	нор-
мальной	и	сверхтекучей	компонент.	На	основе	опреде-
ленного	ранее	распределения	Гиббса	с	помощью	метода	
характеристического	функционала	получены	результаты,	
касающиеся	структуры	вихревого	клубка.	В	частности,	вы-
числены	средняя	кривизна	вихревых	линий,	а	также	коэф-
фициент	анизотропии	вихревого	клубка.	Ре	зультаты	срав-
ниваются	с	аналогичными	данными,	полученными	для	слу-
чая	квантовой	турбулентности.

2. Квантовая турбулентность, свойства 
вихревого клубка

Термин	квантовая	турбулентность	был	введен	Фейн-
маном	в	его	основополагающем	труде	[2]	(см.	также	[4]).	
Он	описал	это	явление	как	возникновение	в	HeII	неупоря-
доченного	набора	квантовых	вихревых	линий	или	вихре-
вого	 клубка,	 который	 оказывает	 сопротивление	 потоку	
нормальной	компоненты,	переносящему	энтропию.	Вих-
ревые	нити	–	это	одномерные	особенности,	вокруг	кото-
рых	 возможно	 круговое	 движение	 сверхтекучей	 компо-
ненты,	имеющей	скорость	us,	с	квантованной	циркуляцией	
d nsu =l ky .	Вихревую	нить	можно	описать	в	параметри-

ческом	виде	функцией	s(x,	t),	где	s	–	радиусы-векторы	то-
чек	линии,	а	параметр	x	«пересчитывает»	точки	линии,	
часто	величина	x	является	параметром	длины	дуги.	Набор	
линий	{s(xj,	t)}	(		j	–	номер	петли)	эволюционирует,	подчи-
няясь	уравнениям	движения	и	граничным	условиям.	Ин-
декс	 j	нумерует	вихревые	петли.	Иногда	мы	для	кратко-
сти	вихревую	конфигурацию	будем	обозначать	как	s(x),	
подразумевая	объединение	всех	петель,	s(x)	=	 j jj ( )s, x ,	
входящих	в	вихревой	клубок.	Для	получения	представле-
ния	о	физике	квантовой	турбулентности	и	структуре	вих-
ревого	клубка	мы	отсылаем	читателей	к	нашей	обзорной	
статье	[15].

Приведем	несколько	результатов	(численных	и	экспе-
риментальных	 [5,	17]),	касающихся	структуры	вихревого	
клубка.	Один	из	самых	общепризнанных	результатов	со-
стоит	в	том,	что	плотность	вихревых	линий	L	(общая	дли-
на	нитей	на	единицу	объема)	пропорциональна	квадрату	
разности	 скоростей	нормальной	 (un)	 и	 сверхтекучей	 (us)	
компонент	uns	(или	скорости	противотока):

L ns
2 2g u= ,	 (1)

где	g = g (t)	–	некоторая,	зависящая	от	температуры	функция.	
Другой	пример	касается	средней	кривизны	вихревых	

линий	R–1.	Величина	R	имеет	порядок	межвихревого	рас-
стояния	d	= L–1/2:

/ ( ) ( ) ( )R c T L1 j jj j
2

2
2x x= =s sll ll ,	 (2)

где	штрихи	означают	производные	по	x.	В	диапазоне	тем-
ператур	1 2K KTG G 	(обычный	интервал	при	численных	
исследованиях	квантовой	турбулентности)	коэффициент	
c2(T  )	меняется	от	3.5	до	единицы.	Следовательно,	для	не-
больших	температур,	при	которых	взаимодействие	вих-
рей	с	нормальной	компонентой	является	слабым,	вихревые	
линии	сильнее	«изломаны».	Примечательно,	что	c2(T )	не	
зависит	от	приложенной	скорости	uns.

Далее	при	численном	моделировании	и	в	эксперимен-
те	была	обнаружена	анизотропия	вихревых	нитей	по	от-
ношению	к	вектору	uns,	направленному	вдоль	оси	z:

,( ) ( ) ( ) ( )I Ij j j jx x xx y y yyx x x x= =s s s sl l l l ,

 ( ) ( ) Ij jz z zzx x =s sl l .	 (3)

Несмотря	на	огромное	число	работ	по	квантовой	тур-
булентности,	до	сих	пор	нет	исследований,	в	которых	со-
отношения	(1)	–	(3)	были	бы	получены	на	основе	какой-либо	
последовательной	теории.	Происхождение	и	физический	
смысл	 этих	 соотношений	 неясны.	Является	 загадочным	
тот	факт,	что	параметры	Ixx,	Iyy,	Izz,	характеризующие	ани-
зотропию,	не	 зависят	от	величины	приложенной	скоро-
сти	противотока	uns,	хотя	источником	анизотропии	явля-
ется	именно	наличие	противотока.

Последовательно	продолжая	нашу	линию,	мы	ставим	
цель	исследовать	задачу	о	структуре	вихревого	клубка	для	
термодинамических	равновесных	вихревых	нитей.	В	ра-
ботах	автора	[18,	19]	на	основе	ланжевеновского	подхода	
было	продемонстрировано	существование	термодинами-
ческого	 равновесия	 ансамбля	 вихревых	 нитей	 в	 покоя-
щемся	сверхтекучем	гелии,	а	также	в	присутствии	проти-
вотока	нормальной	и	сверхтекучей	компонент.	Изложим	
кратко	основные	результаты.	На	основе	ланжевеновского	
подхода	для	динамики	вихревых	нитей	показано,	что	со-
ответствующее	уравнение	Фоккера	–	Планка	имеет	реше-
ние	в	виде	распределения	Гиббса	для	функционала	рас-
пределения	вероятностей:

({ ( ) ) exp
({ }) ( )

P t N
k T

E s
s

P
B

snx
u u

= -
- -; E ,	 (4)

где	N	–	нормировочный	множитель.	Энергия	E({s})	и	им-
пульс	Лэмба	P({s})	определены	как	интегралы	вдоль	ли-
нии	(см.,	напр.,	[20]):
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Здесь	rs	–	плотность	сверхтекучей	компоненты;	k	–	квант	
циркуляции.

В	предыдущей	работе	автора	[16]	на	основе	распреде-
ления	Гиббса	(4)	была	построена	статистическая	сумма,	
соответствующая	распределению	Гиббса,	и	вычислена	
плот	ность	вихревых	нитей	L.	Полученный	результат	со-
впадает	с	наблюдаемой	в	эксперименте	зависимостью	(1).	
Отметим,	что	величина	L	связана	с	параметрами	задачи	
следующим	образом:

T( )L f
v

s ns2

2
2 2

e
k r u= ,	 (6)

где	f (T )	–	функция	температуры	порядка	единицы;	ev	–	энер-
гия	единицы	длины	нити	в	локальном	приближе	нии	[16].

3. Характеристический функционал

Для	вычисления	структурных	характеристик	(2),		(3)	
вихревого	клубка	нам	потребуется	один	инструмент,	ча-
сто	используемый	в	статистических	задачах,	так	называе-
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мый	 характеристический	 функционал	 (см.,	 напр.,	 [21]).	
Для	набора	хаотических	вихревых	линий	данный	подход	
был	предложен	Мигдалом	[22,	23].	Следуя	этим	работам,	
мы	определяем	характеристический	функционал	W({Pj(xj)})	
как	среднее:

({ ( )}) exp ( ) ( )i dW sP P
l

j j
0

x x x x= l; Ey .

Усреднение	может	быть	выполнено	с	помощью	функцио-
нала	 распределения	 вероятностей	 (4)	 через	 интеграл	 по	
траекториям:

j j({ ( ) ( ) ( ( ))exp ( ) ( )D i dW P sP s s Pj

l

0
x x x x x x=}j) l; Eyy .	 (7)

Характеристический	 функционал	 (7)	 позволяет	 вычис-
лить	среднее	любой	величины,	зависящей	от	конфигура-
ции	вихревых	линий,	простым	функциональным	диффе-
ренцированием.	Например,	средний	вектор	касательной	

j a( )x jsl 	 или	 корреляционная	 функция	 тангенциальных	
век	торов	различных	элементов	вихревой	нити	 jj b(xa(x ) )j jssl l  
легко	 выражаются	 через	 характеристический	 функцио-
нал	W({Pj (xj)})	(7)	в	соответствии	с	правилами	

ja ( )x
( )

W
( )j
j j P 0

d
x

= a
=

i Pd
sl ,	 (8)

jj (xa b(x W) )
( )( ) ( )j j

j j j j P

2

0

d
x

= a b

=

s
1

s
( ) i P 2dxi Pd

l l .	 (9)

Хотя	характеристический	функционал	определяется	с	по-
мощью	 процедуры	 усреднения	 как	 вспомогательная	 ве-
личина,	он	играет	существенную	независимую	роль	в	сто-
хастических	 теориях.	 Например,	 в	 задачах	 статистиче-
ской	физики	систем,	 состоящих	из	многих	частиц,	ис-
пользование	характеристического	функционала	(в	этой	
теории	 его	 обычно	 называют	 производящий	функцио-
нал)	позволяет	получать	краткое	описание	 статистиче-
ских	свойств	в	терминах	функции	Грина	и	уравнений	для	
них	(см.,	напр.,	[21,	22]).	Другим	примером	может	быть	те-
ория	классической	турбулентности,	где	основное	кинети-
ческое	уравнение	для	характеристического	функционала	
(называемое	 уравнением	Хопфа)	 выводится	непосред-
ственно	из	уравнений	Навье	–	Стокса,	не	прибегая	к	функ-
ции	распределения,	 которая	в	любом	случае	неизвестна	
(см.,	напр.,	[24,	25]).

Приступим	к	вычислению	характеристического	функ-
ционала.	На	данном	этапе	мы	ограничимся	выражением	
для	энергии	в	локальном	приближении	[16],	а	также	рас-
смотрим	случай	петель	одного	размера	l.	Как	будет	видно	
из	дальнейшего,	несмотря	на	эти	ограничения	мы	полу-
чим	результаты,	связанные	со	структурными	свойствами	
вихревого	клубка	и	близкие	к	наблюдаемым	в	 экспери-
менте.	В	локальном	приближении	энергия	вихревой	пет-
ли	пропорциональна	длине	нити,	 | ( ) | ldE sloc v ve x e= =xly . 
Энергия	единицы	длины	вихревой	линии

ln a
R

4
s

v

2

0pe
r k

= b l,	 (10)

где	a0	–	радиус	ядра	вихревой	нити,	а	верхний	параметр	
обрезания	для	логарифма	 á R ñ	 совпадает	с	усредненным	
радиусом	 кривизны	 вихревой	 нити,	 который	 связан	 с	
плотностью	нитей	L	как	á R ñ » L–1/2.

В	качестве	следующего	шага	мы	используем	так	назы-
ваемое	гауссово	приближение,	широко	применяемое	в	те-
ории	полимерных	цепей.	Суть	этого	подхода	заключает-
ся	в	том,	чтобы	ослабить	строгое	условие	|s'(x)|	=	1	и	из-
менить	его	с	помощью	размытого	(гауссова)	распределе-
ния	длины	звена	с	тем	же	значением	интеграла	(см.,	напр.,	
книгу	[26]).	С	учетом	сказанного	представим	локальную	
энергию	в	виде

( ( )) dE sloc v
2e x x= ly .

В	гауссовом	приближении	функционал	распределения	
вероятности	(4)	имеет	следующий	вид:

exp{ ( )} ( ( ))v dP Ns s 2x be x x= - l; y

 ( ) ( )ds s
2ns
s

#b
r k

x x xu+ l Ey .	 (11)

Функционал	распределения	вероятности	(11)	должен	быть	
дополнен	множителем,	связанным	с	вычислением	вихре-
вых	конфигураций	на	решеточных	моделях	[16].	Эта	проце-
дура	может	быть	выполнена	с	помощью	замены	 v v"be be  + 
3/(2а),	где	a	–	шаг	(кубической)	решетки.	Далее	мы	будем	
использовать	переопределенную	вели	чину	ev.

Таким	образом,	функционал	распределения	вероятно-
сти	P{s(x)}	имеет	гауссову	форму	(квадратичен	по	пере-
менной	s'(x)),	и	поэтому	характеристический	функционал	
(7)	может	быть	вычислен	аналитически	в	общем	виде.	
Опишем	кратко	эту	процедуру.	Поскольку	показатель	экс-
поненты	включает	в	себя	производные	разных	по	рядков,	
удобно	выполнить	одномерное	преобразование	Фурье	
вдоль	линии	 i) ( )exp( )p ps spx x=( / .	Вычисление	характе-
ристического	функционала	(7)	на	основе	функционала	рас-
пределения	вероятности	(11)	выполняется	с	помощью	стан-
дартной	«процедуры	полного	квадрата»	(см.,	напр.,	[27]).	
Проведя	данную	процедуру,	получим

({ ( )}) exp ( ) ( ) ( )W p P p N p P pP ( ) ( ) ( )

p

= - -
a ab b

; E/ .	 (12)

Матрица	N(ab)(	p)	имеет	следующий	вид:

N(ab)(	p)	=
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	 	 (13)

Характеристический	функционал	W({P(	p)})	(12)	с	мат-
рицей	N(ab)(	p)	(13)	является	исходной	точкой	исследова-
ния	статистических	свойств	вихревого	клубка.

4. Некоторые статистические свойства 
вихревого клубка

В	этом	разделе	будут	описаны	некоторые	статистиче-
ские	 свойства	 вихревого	 клубка,	 которые	 вытекают	 из	
разработанного	выше	формализма.	Мы	ограничимся	вы-
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числением	 кривизны	 и	 анизотропии	 вихревых	 петель.	
Для	этого	выполним	в	выражении	для	матрицы	N(ab)( 	p)	
обратное	преобразование	Фурье	и	вычислим	корреляци-
онную	функцию	á s' (x1) s' (x2) ñ	ориентаций	различных	эле-
ментов	линий.	

В	соответствии	с	правилами	работы	с	характеристи-
ческим	функционалом	(см.	формулы	(8),	(9))	для	корреля-
ционных	функций	 поперечных	 компонент	 тангенциаль-
ных	векторов	á sx' (x1) sx' (x2) ñ	и	á sy' (x1) sy' (x2) ñ,	а	также	про-
дольных	 компонент	 á sz' (x1) sz' (x2) ñ,	 взятых	 в	 различных	
точках	 x1	 и	 x2	 вдоль	 вихревой	 линии,	 можно	 получить	
следующие	соотношения:	

x yx( ) ( )x x( ) ( )x x ( )1
v

y1 2 1 2 1d
be

x x= = - 2s ss sl l l l

 
2

exp1
4
1

v v

s

v
s ns

2

1 2 2

2
2 2

be e
k r

k
u x x

e
k r u+ - -ns e o,	 (14)

z z( ) ( ) ( )1
2

v
1 1 2dx x

be
x x= -s sl l .	 (15)

Слагаемые	с	дельта-функцией	появились	вследствие	того,	
что	в	отсутствие	относительной	скорости	uns	функционал	
распределения	вероятности	(11)	является	распределением	
Винера	для	случайных	блужданий.	В	этом	смысле	резуль-
тат	–	тривиальный.	

Второе	слагаемое	в	выражении	(14)	связано	с	действи-
ем	 противотока.	 В	 отличие	 от	 слагаемого	 с	 дельта-
функцией	 оно	 описывает	 плавное	 изменение	 тангенци-
ального	 вектора	 s' (x)	 вдоль	линии.	Характерная	длина,	
на	которой	изменяется	тангенциальный	вектор,	–	это	ве-
личина,	 обратная	 множителю	 в	 экспоненте	 после	 аргу-
мента	|	x1 – x2	|.	По	определению	она	является	средним	ра-
диусом	кривизны	R.	Однако	выражение	под	корнем	пред-
ставляет	собой	комбинацию,	которая	входит	в	формулу	
для	плотности	вихревых	линий	(6).	Комбинируя	резуль-
тат	(14)	с	формулами	(1)	и	(6),	приходим	к	соотношению

T( )c R 2 v

s
2

d
ge
kr

= = .	 (16)

Таким	образом,	мы	получили	замечательный	результат:	
средний	радиус	кривизны	R	является	величиной	порядка	
среднего	межвихревого	расстояния	d	=	L–1/2	(ср.	с	форму-
лой	(2)).	В	диапазоне	температур	1 2K KTG G 	коэффи-
циент	c2(T )	меняется	от	5	до	1.5	и	не	зависит	от	величины	
приложенной	скорости	противотока.	По	порядку	величи-
ны	и	по	характерному	изменению	функции	c2(T ),	полу-
ченные	в	нашей	работе	и	в	численных	исследованиях	по	
квантовой	турбулентности,	соответствуют	друг	другу.	

Обсудим	анизотропию	вихревых	петель	и	их	ориента-
цию	по	отношению	к	приложенной	скорости.	Из	вида	ма-
трицы	 N (ab)( p)	 (13)	 и	 вида	 матричных	 элементов	 для	
корреляционных	 функций	 тангенциальных	 векторов	 в	
x-пространстве	 (14),	 (15)	 следует,	 что	 вихревой	 клубок	
должен	быть	анизотропным,	т.	е.	иметь	разные	попереч-
ные	и	продольные	(по	отношению	к	скорости	uns)	разме-
ры.	Однако	выполнить	прямое	сравнение	соответствую-
щих	величин	с	полученными	в	численных	расчетах	коэф-
фициентами	 Ixx,	 Iyy,	 Izz	 (см.	 соотношение	 (3))	невозмож-
но	 по	 той	 причине,	 что	 корреляторы	 á sx' (x1) sx' (x2) ñ	 и	
á sz'(x1) sz'(x2) ñ	 содержат	 дельта-функции	 разности	 аргу-
ментов		x1 – x2,	и	при	совпадающих	аргументах	возникает	
бесконечность.	Это	является	прямым	следствием	случай-
ной	природы	блуждания	для	вихревой	линии,	следующей	

из	 распределения	 Винера	 для	 функционала	 распределе-
ния	вероятности	(11).	

Для	преодоления	этой	трудности	мы	изучим	трехмер-
ную	конфигурацию	и	размеры	вихревых	петель.	В	трех-
мерном	пространстве	квадрат	расстояния	D2	между	точ-
ками	вихревой	петли,	разделенными	расстоянием	вдоль	
линии,	может	быть	получен	из	выражения	для	корреляци-
онной	 функции	 тангенциального	 вектора	 с	 помощью	
правила	[27]	

ss s s

s ( ) ( ) ( ) ( )d d d d D1 2 1 2
00

1 1
0

2 2
0

2x x x x x x x x= =s ssl l l lyy y y .

С	 другой	 стороны,	 зная	 выражения	 для	 поперечной,	
á sx' (x1) sx' (x2) ñ,	и	продольной,	á sz'(x1) sz'(x2) ñ,	корреляцион-
ных	функций	(см.	формулы	(14),	(15)),	можно	вычислить	
ту	же	величину	покомпонентно.	Вычисления	приводят	к	
следующему	результату:

{ [ ( )] }expD R s R ss 3 1,x y
2

be be
= + - + - +

v v
/ ,	 (17)

D s1z
v

2

be
= .	 (18)

Вклад	 в	 трехмерный	размер	 слагаемых	 в	 корреляторах,	
связанных	с	дельта-функцией,	имеет	вид	случайного	блуж-
дания,	D µ s ,	как	и	должно	быть	вследствие	винеров-
ского	 характера	 функционала	 распределения	 вероятно-
сти	(11).	Что	касается	вклада	второго	слагаемого,	связан-
ного	 с	 действием	 приложенной	 скорости,	 то	 для	 доста-
точно	длинных	петель	 (s >> R)	 зависимость	от	радиуса	
кривизны	и,	 следовательно,	 от	 относительной	 скорости	
(см.	соотношение	(16))	исчезает.	Поскольку	наши	вычис-
ления	выполнены	для	петель		одного	размера,	не	вполне	
ясно,	как	должно	модифицироваться	второе	слагаемое	в	
(17)	в	случае	петель	разных	размеров.	Для	этого	необхо-
димо	знать	распределение	петель	по	размерам,	но	это	от-
дельная,	пока	не	решенная	задача.	Очевидно,	однако,	что	
соответствующие	манипуляции	должны	привести	к	неко-
торой	 зависимости	 от	 температуры.	 Суммируя,	 мы	мо-
жем	 утверждать,	 что	 вихревой	 клубок	 действительно	
проявляет	анизотропные	свойства	и	отношение	его	про-
дольных	и	поперечных	размеров	не	зависит	от	приложен-
ной	 скорости,	 как	 это	 имеет	 место	 в	 случае	 квантовой	
турбулентности.	 Физический	 смысл	 этого	 необычного	
явления	состоит	в	том,	что	в	зависимости	от	приложен-
ной	скорости	генерируются	вихревые	клубки	разной	ин-
тенсивности,	 но	 с	 одинаковыми	 статистическими	 свой-
ствами.	В	частности,	при	очень	малой	скорости	(uns ®	0)	
будет	 рождаться	 малое	 число	 вихревых	 петель,	 но	 сте-
пень	их	анизотропии	будет	такая	же,	как	и	в	плотном	вих-
ревом	клубке.

5. Заключение

С	помощью	метода	характеристического	функциона-
ла	нами	изучены	свойства	ансамбля	квантовых	вихрей	в	
сверхтекучих	жидкостях	в	присутствии	противотока	нор-
мальной	и	сверхтекучей	компонент.	Как	и	в	предыдущей	
работе	автора	[16],	установлено,	что	существуют	две	по-
пуляции	вихревых	нитей.	Это	–	термодинамические	вих-
ри,	порожденные	термическими	флуктуациями,	и	гидро-
динамические	вихри,	связанные	со	скоростью	противото-
ка.	На	основе	точного	вычисления	характеристического	
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функционала	были	получены	корреляционные	функции	
тангенциальных	векторов,	определяющие	свойства	вихре-
вого	клубка.	В	частности,	показано,	что	средний	радиус	
кривизны	вихревых	линий	R	составляет	величину	поряд-
ка	межвихревого	расстояния	d.	Коэффициент	пропорци-
ональности	c2(T )	является	функцией	температуры	(поряд-
ка	единицы)	и	не	зависит	от	приложенной	скорости	про-
тивотока.	

Наши	вычисления	количественных	характеристик	по-
казывают,	что	степень	анизотропии	вихревого	клубка	так-
же	не	зависит	от	приложенной	скорости	противотока.	Ранее	
подобные	результаты	были	найдены	только	численно	для	
случая	квантовой	турбулентности.	До	сих	пор	не	было	раз-
работано	теоретических	методов	получения	такой	зави-
симости,	и	физическая	сущность	обнаруженных	свойств	
(в	частности,	независимости	от	приложенной	скорости)	
была	неясной.	Результаты	настоящей	работы	по	порядку	
величины	согласуются	с	данными	для	турбулентных	тече-
ний.	Однако	наши	результаты	получены	для	термодинами-
чески	равновесного	случая,	и	пока	неясно,	как	он	соотно-
сится	со	случаем	квантовой	турбулентности.	Этот	вопрос,	
как	и	другие	вопросы,	касающиеся	связи	термодинамиче-
ского	равновесия	с	турбулентным	течением,	представляет	
большой	интерес;	предполагается,	что	все	они	будут	ис-
следованы	в	дальнейшем.

Исследование	по	термодинамическому	равновесию	
ансамбля	квантовых	вихревых	нитей	выполнено	в	рамках	
государственного	 задания	ИТ	 СО	 РАН	 (№	АААА-А17-	
117022850027-5),	а	исследование	с	использованием	мето-
да	характеристического	функционала	–	за	счет	гранта	
РФФИ	№	18-08-00576.
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