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1. Введение

Один из первых примеров дискретной фотонной си-
стемы был рассмотрен в [1]. Это – линейка канальных 
волноводов, связанных друг с другом за счет нарушенно-
го полного внутреннего отражения. Было показано, что 
введенное в центральный канал непрерывное излучение 
постепенно перераспределяется по всем соседним кана-
лам. В результате этого образуется распределение интен-
сивностей по каналам, такое же, как и распределение 
интенсивностей пучков при дифракции Рамана – Ната. 
Различные особенности распространения излучения в по-
добных дискретных фотонных системах позже исследова-
лись теоретически и экспериментально другими автора-
ми [2 – 4]. В [5, 6] вместо волноводов рассматривались ми-
крорезонаторы. Блоховские осцилляции интенсивностей 
в линейке связанных волноводов изучались в [7 – 12]. Вол
новоды в зигзагообразной линейке связаны с ближайши-
ми и следующими за ними соседями. Распространение 
волн в такой линейке волноводов рассмотрено в [13, 14]. 
Большое число работ посвящено распространению волн 
в линейке нелинейных волноводов [15] и образованию в 
них дискретных солитонов [16 – 19]. Помимо кубической 
(керровской) нелинейности материалов, из которых изго-
тавливались волноводы, были рассмотрены и другие не-
линейности. Например, были рассмотрены квадратично-
нелинейные среды [20, 21] и среды с нелинейностью, пре-
вышающей кубическую [22 – 25]. Можно полагать, что од-
номерные и двумерные массивы волноводов стали попу-
лярными объектами дискретной фотоники [26 – 28].

Новый шаг в развитии дискретной фотоники связан с 
исследованием решеток волноводов, элементарные ячей

ки которых содержат более двух узлов (волноводов или 
микрорезонаторов – аналогов фотонных точек) [29 – 31]. 
Простым примером является квазиодномерная ромби-
ческая решетка (рис.1). Спектр линейных волн в этой ре-
шетке имеет три ветви, одна из которых имеет нулевую 
кривизну и по этой причине называется плоской зоной. 
Если излучение вводится в решетку так, что поле в цен-
тральной линейке равно нулю, а в узлах двух других окру-
жающих линеек поля находятся в противофазе, то дифрак-
ция излучения вдоль решетки отсутствует. Соответству
ющая указанному распределению полей по волноводам 
мода принадлежит плоской зоне. Экспериментальная де-
монстрация локализации излучения (отсутствия дифрак-
ции) проведена на примере ромбической решетки [32 – 34] 
и в случае двумерной решетки «кагомэ» [35].

На основе теории связанных волн было показано [36], 
что в линейной ромбической решетке любое незначи-
тельное отклонение от конфигурации полей, соответству-
ющей моде плоской зоны (засветка хотя бы одного узла 
центральной линейки решетки или не равная нулю сумма 
фаз полей в окружающих центральную линейку узлах), 
восстанавливает дифракцию. В случае волноводов ром-
бической решетки с кубической нелинейностью было по-
казано, что моды плоской зоны модуляционно неустой-
чивы [37]. Численные исследования локализации в одной 
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Рис.1.  Схематическое изображение бинарной квазиодномерной 
ромбической решетки волноводов. Элементарная ячейка решетки 
обозначена прямоугольником.



845Локализованные электромагнитные волны в ромбической решетке волноводов с конкурирующими нелинейностями

элементарной ячейке простой и двойной ромбической ре-
шеток [38] показали, что локализация какое-то время со-
храняется, но затем излучение начинает проникать в со-
седние волноводы и дифракция восстанавливается. Мо
дуляционная неустойчивость в двумерной ромбической ре-
шетке изучена в [39]. Исследование двумерной нелинейной 
решетки Либа, у которой спектр линейных волн имеет 
плоскую зону, показало, что модуляционная неустойчи-
вость приводит к локализации излучения в ней [40].

В настоящей работе рассматривается локализация из-
лучения в нелинейной ромбической решетке, в которой 
центральная линейка волноводов изготовлена из матери-
ала с положительной нелинейной восприимчивостью треть
его порядка и отрицательной восприимчивостью пятого 
порядка. Две другие линейки волноводов состоят из опти-
чески линейного материала. Кроме того, предполагается, 
что волноводы либо центральной линейки, либо окружа-
ющих линеек изготовлены из материала с отрицательным 
показателем преломления [41, 42]. В этом смысле можно 
говорить о слабо нелинейной бинарной ромбической ре-
шетке. Эта модель достаточно проста для анализа, учи-
тывает насыщение нелинейности, связь прямой и обрат-
ной волн и позволяет учесть влияние нелинейности на 
моды плоской зоны, которая существует в ромбической 
решетке. В разд.2 сформулированы уравнения, описываю
щие распределения медленно меняющихся амплитуд элек
трического поля электромагнитной волны по волноводам, 
образующим ромбическую решетку. Система уравнений 
связанных волн сведена к одному дифференциально-раз
ностному уравнению. Затем, считая волны квазигармо-
ническими, в континуальном приближении было получе-
но дифференциальное нелинейное уравнение второго по-
рядка для огибающей распределения амплитуд полей в 
волноводах. В общем случае его решения представляют 
собой локализованную в решетке волну. Однако в одном 
исключительном случае было получено решение, описы-
вающее доменную стенку (кинк) для распределения ин-
тенсивностей по волноводам центральной линейки и ло-
кализованные распределения интенсивностей по волно-
водам двух других линеек ромбической решетки. Следует 
отметить, что такого рода локализация электромагнитной 
волны невозможна, если все волноводы характеризуются 
показателем преломления одного и того же знака.

2. Основные уравнения модели

Распространение электромагнитного излучения в ли-
нейке волноводов обычно описывается на основе теории 
связанных волн [43]. Электромагнитная волна представ-
ляется линейной суперпозицией квазигармонических волн, 
локализованных в n-м волноводе. C использованием при-
ближения медленно меняющихся амплитуд из волнового 
уравнения выводится дифференциально-разностное уравне
ние для амплитуд связанных волн An в n-м волноводе 
[1 – 4, 42]. В случае ромбической решетки (см. рис.1) эле-
ментарная ячейка содержит три узла. Следовательно, в 
приближении медленно меняющихся амплитуд будет по-
лучена система трех дифференциально-разностных урав-
нений для комплексных амплитуд An, Bn, Cn электриче-
ских полей в волноводах, входящих в n-ю элементарную 
ячейку. При условии, что расстояния между ближайшими 
волноводами одинаковы, все константы связи (или дли-
ны связи) можно считать равными друг другу. Пусть дли-
ны волноводов невелики, так что можно пренебречь раз-

личием групповых скоростей, положив их равными неко-
торой средней скорости ug. Тогда система уравнений для 
медленно меняющихся амплитуд An, Bn, Cn запишется в 
следующем виде [30, 44]:
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¶
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n n n1
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t z+ + + =
d z-

+c m ,

где z – пространственная координата, измеренная в едини
цах длины связи Lc; t – время, измеренное в единицах tc = 
Lc /ug. Параметры db = ( bb – ba)Lc и dc = ( bc – ba)Lc есть раз-
ности постоянных распространения bb, bc, ba волн, лока-
лизованных в соседних волноводах В, С и А соответствен-
но, и являются мерой несовпадения фазовых скоростей 
этих волн. Обычно предполагается, что условие фазового 
синхронизма da = dc = 0 выполнено. Система уравнений 
(1) использовалась при анализе данных экспериментов 
[32 – 34]. В работе [36] было получено ее точное решение.

Обобщение модели ромбической решетки волноводов 
заключается в учете нелинейных свойств материала, из ко-
торого изготовлены волноводы. Дополнительно можно 
предположить, что волноводы разных типов характери-
зуются разными знаками показателя преломления [41]. 
Простое обобщение системы уравнений (1), которое бу-
дет рассмотрено ниже, основано на следующей системе 
уравнений:

¶
¶
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¶
¶

¶
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(2)

¶
¶

¶
¶ ( ) 0i C A An n n1t s
z+ + + =+2c m .

Здесь s1 и s2 – знаки показателя преломления материала 
волноводов соответствующей линейки. Функция G (|An|2) 
описывает нелинейность материала волноводов А. Напри
мер, для керровской среды G (|An|2) = m|An|2, и насыще-
ние нелинейности учитывается функцией вида [19, 22, 24]
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Если напряженность поля не очень велика, то это выра-
жение можно записать как

2(| | ) | | | |G A A An n n
2 4

-= m mr .	 (3)

Такой тип нелинейности при r > 0 использовался в каче-
стве примера конкурирующих нелинейностей третьего и 
пятого порядков (в зарубежной литературе «cubic-quintic») 
для описания солитонов в оптических волокнах [45 – 49], 
вихревых солитонов [50, 51], а также распространения пре-
дельно коротких импульсов [52].

Для одинаковых сред линеек волноводов В и С можно 
определить новые переменные, Fn = Bn + Cn и Sn = Bn – Cn. 
Тогда уравнения модели запишутся в следующем виде:
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z+ + + =+c m .

Уравнение для Sn тривиально:

¶
¶

¶
¶ 0i Sn2t s
z+ =c m .

Предположив, что введенное в волноводы излучение 
является непрерывным, систему уравнений для связанных 
волн можно представить в следующем виде: 

¶
¶ (| | ) 0i A F F G A An n n n n1

2s
z + + + =-1 ,

¶
¶ 2( ) 0i F A An n n2 1s
z + + =+ .

	 (4)

Исключив Fn, систему уравнений первого порядка можно 
переписать как дифференциально-разностное уравнение 
второго порядка:

2
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¶2( 2 ) (| | ) 0iA A A A G A An

n n n n n2

2

1 1 2s
z

s
z+ + + - =+ - 7 A ,	(5)

где s = s1 s2. 
Если согласно формуле ( 1)A An

n
n= - u  ввести новые 

поля Anu , то они будут определяться решениями диффе
ренциально-разностного уравнения

2i
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¶
¶
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3. Квазигармонические волны 
и континуальное приближение

Теперь воспользуемся предположением, что волны в 
каждом волноводе удовлетворяют условию ( )An z =u  

i( )exp Anbz , где b – постоянная распространения, a An  не 
зависит от переменной z. В этом случае уравнение связан-
ных волн (6) сводится к разностному уравнению

22( 2 ) (| | ) 0GA A A A A An n n n n n1 1s s b+ - + - =+ -
2

2b 7 A .

В континуальном приближении разностные производ
ные заменяются непрерывными согласно правилу
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где x = nl; l – шаг решетки. Полученное выше разностное 
уравнение записывается как
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Если ограничиться второй производной по «поперечной» 
переменной x, то в континуальном приближении полу-
чится уравнение

2

¶
¶2 (| | ) 0l
x

GA A A A2
2

2

2s s b+ - =b2 ,	 (7)

которое учитывает «поперечную дисперсию» в минималь-
ной степени.

Если все слагаемые в уравнении (7) умножить на про-
изводную по x от A  и проинтегрировать полученный ре-
зультат по x, то получится следующее уравнение:

¶
¶ (| | )l x R I

2 2
A A A

2 2
2 2 2

0
s b s b

+ - =
2a k ,	 (8)

где I0 – постоянная интегрирования. Здесь было исполь-
зовано соотношение G(z) = dR(z) /dz, определяющее 

2(| | )R A  в (8).
Далее будет рассматриваться случай, когда материал, 

из которого изготовлены волноводы типа А, обладает не-
линейными свойствами, описывающимися выражением (3). 
Тогда

2(| | ) | | | |R
2 3

2A A A4 6m
= - rb l.

Подстановка этого выражения в (8) дает уравнение
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где I1 – перенормированная постоянная интегрирования. 
Введение новых переменных,

, ,
| |

y
l
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2
2

A2 0 0
2b b

= = =A
2

m
,

позволяет превратить (9) в следующее уравнение:

¶
¶ ( ) consty
a a a a I
2

2
2

4 6
3s s n k+ - - = =b l ,	 (10)

где n = sgnm; | |m3 )4 /(k br=  – мера конкуренции нелиней-
ностей.

Пусть все волноводы ромбической решетки изготов-
лены из оптически линейного материала. В таком случае 
линеаризованное уравнение (5) позволяет определить 
дисперсионное соотношение для линейных волн: sb2(q) = 
8cos2(ql/2). Отсюда следует, что точки q = ±p/l являются 
границами зоны Бриллюэна. Линеаризованное уравнение 
(6) приводит к дисперсионному соотношению sb2(q) = 
– 8sin2(ql/2). Это означает, что s = s1 s2 должна быть рав-
на – 1, и уравнение (7) описывает эволюцию волнового 
пакета, компоненты которого имеют волновые векторы 
около границ зоны Бриллюэна.

4. Локализованные волны

Локализованные электромагнитные волны в рассма-
триваемой линейке волноводов отвечают решениям урав-
нения (10) с граничными условиями при x ® –∞:
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¶
¶( ) 0, 0x xA A

" " . 	 (11)

Следовательно, постояная I3 в этом уравнении равна ну
лю, и (10) принимает вид

¶
¶ ( )y
a a a a
2

2 4 6s J k=- + -b l ,	 (12)

где J = s2n. Отсюда следует, что при малых значениях a 
положительная левая часть этого уравнения пропорцио-
нальна – sa2. Это означает, что решение уравнения (10) 
для выбранных краевых условиях при x ® – ∞ не суще-
ствует при s = 1. Таким образом, необходимо считать, 
что s = s1s2 = – 1.

Способ решения уравнения (10) стандартный. Дела
ется замена a = u–1/2, что приводит к уравнению

¶
¶ ) (1 4y
u u u u

2
1

2
1

4
12

2
2

J k J J= + - = + - +( )kb bl l .	 (13)

Введение новой переменной w, такой, что

, (1 4u w
2
1

4
12J JD D+ = = + )kb l ,

приводит к уравнению

¶
¶ 1y
w w

2
1 2

2
= -b l ,

решение которого известно: ( ) [2( )]coshw y y y0= - , где y0 
– постоянная интегрирования, которая имеет смысл по-
ложения максимального значения функции a(y). Начало 
координат на оси рассматриваемой решетки может быть 
выбрано таким, чтобы y0 = 0. Следовательно, u(y) = 
Dcosh(2y) – J/2. Отсюда имеем

( ) 2 ( )cosha y y2 22 JD= - 1-6 @ .

Окончательно решение уравнения (9) при выбранном 
краевом условии записывается в следующем виде:

( )
( )cosh

x
Kx
A

2
2

A2 0
2

JD
=

-
,	 (14)

где

| |
; 2 ; 1A K

l
2

2
0
2

2

2

!
m
b b

J= = = .

Следует помнить, что ( )xA2  представляет собой оги-
бающую распределения интенсивностей излучения по 
узлам линейки волноводов А. Это распределение параме-
тризовано величиной J = ± 1. Значение J = +1 отвечает 
фокусирующей (дефокусирующей) керровской нелиней-
ности и волноводам А, изготовленным из положительно 
(отрицательно) преломляющего материала. Поле ( )xA2  
задано выражением

( )
( ) ( )cosh

x
Kx

A
1 4 1

2
A /

2
1 2

0
2

=
+ -k

.

Если бы нелинейные волноводы были чисто керровскими 
( r = 0), то данное решение было бы сингулярным – нера
зумным с точки зрения физических свойств.

Значение J = –1 отвечает дефокусирующей (фокусиру-
ющей) керровской нелинейности волноводов А, изготов-
ленных из отрицательно (положительно) преломляющего 
материала. Поле ( )xA2  в этом случае задано выражением

( )
( ) ( )cosh

x
Kx

A
1 4 1

2
A /

2
1 2

0
2

=
- +k

.

Отсюда видно, что параметр нелинейности пятого поряд-
ка ограничен неравенством k < 1/4.

На рис.2 показаны огибающие локализованных волн 
для J = +1 и –1. При этом в обоих случаях s2 = 1 и k = 0.1. 
Можно заметить, что максимальные значения амплиту-
ды ( )xA  для случаев J = +1 и –1 сильно различаются. 

A

Рис.2.  Огибающие локализованных волн при J = +1 (сплошная 
кривая) и J = –1 (пунктир).

A

Рис.3.  Огибающие локализованных волн для ( )xA  (a) и ( )xB  (б) 
при J = +1.
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Когда  нелинейность среды чисто керровская, при J = +1  
амплитуда ( )xA  становится в одном из волноводов бес-
конечно большой величиной. Ограничиваться здесь ку-
бической (керровской) нелинейностью будет ошибочно.

Положив в рассматриваемом приближении Fn(z) = 
i( 1) ( )expFn bz-  и использовав уравнение (4), для огибаю-

щей ( )xB  можно получить следующее выражение:

¶
¶2 ( ) ( )x x l
x

2B F A

2s b
= =- .

Огибающие распределений полей в линейке волноводов 
A и B в поперечном и продольном направлениях показа-
ны на рис.3.

5. Доменные стенки

Выше рассмотрен случай, когда параметр нелинейно-
сти пятого порядка ограничен неравенством 4k < 1. Слу
чай 4k = 1 надо рассмотреть отдельно. Здесь переменная 
u(y) определяется уравнением

¶
¶
y
u u u u

2
1

4
1

2
12

2
2

= - + = -b bl l .

Следовательно,

¶
¶

¶
¶, 2y

w w y
w w

2
1 2

2 != =b l .

Решение этого уравнения таково: [ 2( ]expw y y( )
0!= -

! . 
Таким образом, есть два решения для амплитуды a:

( )
[ ( )]exp

a x
y y1 2 2

2( )2

0!
=

+ -
! ,	 (15)

где ( )y y K x x0 0- = - . Решение a(+2)(x) описывает волну с 
экспоненциально убывающей огибающей при x ® +∞,

( )a x( )2+  ~ [ 2 ( )]exp K x x0- - ,

и амплитудой, стремящейся к постоянному значению при 
x ® –∞:

( )a x( )2+  ~ 2{1 2 [ 2 ( )]}exp K x x0- - - .

Напротив, a(–)2(x) описывает волну с экспоненциально 
убывающей огибающей при x ® –∞,

( )a x( )2-  ~ [ 2 ( )]exp K x x0- - ,

и амплитудой, стремящейся к постоянному значению при 
x ® +∞:

( )a x( )2-  ~ 2{1 2 [ 2 ( )]}exp K x x0- - - .

Найденные решения можно понимать как доменные стен-
ки (пример показан на рис.4.)

Следует подчеркнуть, что краевому условию (11) со-
ответствует доменная стенка, описываемая формулой для 
a(–)(x). Огибающая ( )xB ( )-  выглядит как уединенная вол-
на с нулевыми асимптотиками, локализованная на до-
менной стенке ( )xA ( )- .

Чтобы рассмотреть локализованные волны в виде 
волнового пакетa плоских волн с волновыми векторами, 
лежащими вблизи q = 0, можно повторить вывод уравне-
ния для огибающей исходя из (5) и воспользоваться дис-
персионным уравнение для линейных волн около q = 0. 
Так, в длинноволновом пределе может быть получено 
уравнение

3 5
-¶

¶2 (8 ( ) 0l x A AA A
2

2 2b bm r+ - + =)2a k .	 (16)

Из дисперсионного соотношения для линейных волн в 
центре зоны Бриллюэна следует, что maxb2 = 8. Таким 
образом, второе слагаемое в уравнении (16) – положи-
тельное, и локализованных решений с нулевыми асимп
тотиками у этого уравнения нет.

6. Заключение

Из уравнений связанных волн для модели ромбиче-
ской квазиодномерной решетки волноводов, в которой 
для центральной линейки волноводов, помимо положи-
тельной кубической нелинейности материала, из которо-
го изготовлены волноводы, учитывается отрицательная 
нелинейность пятого порядка, в континуальном прибли-
жении получено дифференциальное уравнение для огиба-
ющей распределения полей по волноводам. Это уравне-
ние учитывает «поперечную дисперсию» в минимальной 
степени. Аналитически найдено стационарное решение для 
квазигармонических волн, которое описывает локализо-
ванную в решетке волну. В исключительном случае кон-
курирующие нелинейности допускают существование ре-
шения в форме кинка или доменной стенки. Эти волны 
представляют собой волновые пакеты, собранные из пло-
ских волн с волновыми векторами, лежащими вблизи 
границ зоны Бриллюэна. В силу периодичности решетки 
волноводов границы q = –p/l и q = +p/l можно отожде-
ствить.

В точках зоны Бриллюэна q = ± p/l дисперсионные 
кривые, отвечающие модам плоской зоны и модам двух 
других обычных зон, сливаются. Локализация излучения 
в решетке волноводов обусловлена нелинейными эффек-
тами подобно тому, как это происходит при самофокуси-
ровке в сплошных средах. Деформация решетки волново-
дов может снять вырождение в точках q = ± p/l [27, 53]. 
Потребуется обобщение представленной здесь теории на 
случай, в котором учитывается взаимодействие всех мод 
за счет нелинейности среды.

Относительно решения в форме доменной стенки нуж-
но отметить, что экспериментально его можно получить 

A

Рис.4.  Профиль поля A (–)(x) при 4k = 1.
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при очень большом значении амплитуды входного излу-
чения: A0

2 ~ c(3)/c(5) в случае нерезонансной нелинейности 
или A0 ~ Asat – амплитуды поля насыщения [54] для резо-
нансной нелинейности.

Существенно, что локализация электромагнитной вол-
ны в ромбической решетке оказалась возможной (в при-
нятом приближении) благодаря использованию для изго-
товления волноводов сред с положительным и отрица-
тельным показателями преломления. Можно показать, что 
при s1 = s1 = 1 решения уравнения (10) с нулевыми асим-
птотиками нет.
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