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1. Введение

Модовая	 конверсия	 как	 средство	 изменения	 орби-
тального	 углового	 момента	 (ОУМ)	 светового	 поля	 из-
вестна	уже	достаточно	давно	(см.	[1]	и	приведенные	там	
ссылки).	 Характерной	 чертой	 данного	 преобразования	
является	то,	что	ОУМ	при	этом	радикально	меняется	в	за-
висимости	от	вида	исходного	поля.

В	работе	 [2]	была	теоретически	исследована	и	экспе-
риментально	получена	астигматическая	модовая	конвер-
сия	(АМК)	различных	пучков	Эрмита	–	Гаусса.	Оптиче	с-
кая	система,	состоящая	из	сферических	и	цилиндрических	
линз	 и	 осуществляющая	 астигматическое	 преобразова-
ние,	подробно	описана	в	[1].	В	работах	[3,	4]	показано,	что	
линейные	комбинации	мод	Эрмита	–	Гаусса	могут	иметь	
значительный	 угловой	 момент.	 Асимптотическое	 пове-
дение	 таких	 световых	 полей	 было	 рассмотрено	 в	 [4].	
Представляет	интерес	вопрос:	как	меняется	ОУМ	линей-
ной	комбинации	мод	Эрмита	–	Гаусса	при	АМК?

Конечно,	как	интегральная	характеристика	угловой	
момент	не	является	полной	характеристикой	светового	
поля,	однако	известно,	что	при	АМК	изменение	орби-
тального	момента	зависит	от	вида	исходного	поля.	На-
пример,	поле,	не	имеющее	ОУМа,	может	его	приобрести,	
и	 наоборот,	 поле	 с	 угловым	моментом	может	 его	 в	 ре-
зультате	конверсии	потерять.	Характерно,	что	исходный	
пучок	Эрмита	–	Гаусса	 с	 астигматической	фазовой	весо-
вой	функцией	обладает	тем	же	ОУМом,	что	и	результиру-
ющий	 пучок	Лагерра	–	Гаусса.	 Тем	 не	 менее	 очевидно,	
что	исходное	поле	лишено	оптических	вихрей.	В	работах	
[3,	4]	 показано,	 что	 линейные	 комбинации	 мод	 Эрми-
та	–	Гаус	са	 могут	 содержать	 оптические	 вихри	 и	 иметь	
ненулевой	ОУМ.

Примеры	невращающихся	при	распространении	све-
товых	полей	с	ненулевым	ОУМом	можно	найти	также	в	

[4,	5].	Работа	[6]	посвящена	связи	ОУМа	с	вращением	све-
тового	поля	при	распространении.	На	первый	взгляд,	ка-
жется	несколько	необычным,	что	сумма	полей,	не	облада-
ющих	по	отдельности	орбитальным	угловым	моментом,	
этим	моментом	обладает.	Однако	понятно,	что	 система	
функций	Эрмита	–	Гаусса	является	полной	и	ортогональ-
ной,	и	любое	световое	поле	 с	конечной	энергией	может	
быть	представлено	в	виде	их	суперпозиции.	Наиболее	на-
глядно	смысл	этого	становится	понятным,	если	рассмот-
реть	моду	Лагерра	–	Гаусса	с	ОУМом,	равным	–1.

Цель	 настоящей	 работы	 –	 исследование	 поведения	
ОУМа	характерных	световых	полей	до	и	после	астигма-
тической	конверсии.	Получены	выражения	для	ОУМа	
при	АМК	характерных	световых	полей,	являющихся	ли-
нейной	комбинацией	пучков	Эрмита	–	Гаусса.

2. ОУМ светового поля

Рассмотрим	плоскополяризованное	поле	E,	определя-
емое	выражениями

 Ex = F(x,	y,	l )exp(ikl	–	iwt),

Ey	=	0,

El = g(x,	y,	l )exp(ikl	–	iwt).

Из	уравнения	Максвелла	divE	=	0	найдём	в	паракси-
альном	приближении	связь	продольной	и	поперечной	со-
ставляющих	электрического	вектора:

g(x,	y,	l )	» 
¶
¶i

k x
F .

Из	уравнения	Максвелла

i
rot

k
B E1

=

получим	компоненты	магнитного	поля:

 Bx »	0,
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By » F(x,	y,	l )exp(ikl	–	iwt),

Bl » 
¶
¶i

k x
F 	exp(ikl	–	iwt).

Усреднённая	по	времени	плотность	ОУМа	вдоль	оси	l 
определяется	выражением

[ , [ , ]]ReM
c

r E B
8
1

l lp
e= r ,

где	e	–	диэлектрическая	проницаемость	среды.	Подстав-
ляя	 в	 него	 составляющие	 электрического	 и	 магнитного	
полей,	получаем

[ ( ) ( )ReM x E B E B y E B E Bl x l l x y l l ye e e e= - - - -r r r r
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d dL M x yl = yy ,			 d dE FF x y= ryy .

Затем	подставим	в	эти	выражения	представление	поля	в	
виде	 суперпозиции	 мод	 Лагерра	–	Гаусса,	 используя	 их	
ортогональность:
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3. АМК световых полей как суперпозиции 
пучков Эрмита – Гаусса и результирующий 
ОУМ

Астигматическая	модовая	конверсия	A	в	математичес-
ком	виде	может	быть	представлена	следующей	формулой:

( , ( , )) ( )A HG x y Gnm nma a=

 [ ( , , ) /8] [ ( ) /4]exp expi ix y n mpj a= +

[ ( ) ( , , )] ( , ) ( , )exp i i d dx y HG F
R

nm
2

x h j x h a x h x h x h# - + +yy ,

где

( , )expHG H x y
x y
2nm nm

2 2

= -
+e o

–	пучки	Эрмита	–	Гаусса;

( , , ) ( ) ( ) ( )cos sin2 2 22 2j x h a x h a xh a= - + ;

параметр	a	имеет	физический	смысл	угла	поворота	опти-
ческой	системы,	состоящей	из	сферических	и	цилиндри-
ческих	 линз	 и	 осуществляющей	 астигматическое	 преоб-
разование,	относительно	оптической	оси.

Для	 мод	 Эрмита	–	Гаусса	 эта	 конверсия	 преобразует	
их	в	моды	Лагерра	–	Гаусса	(при	a = p/4)	 [3]	или	в	моды	
Эрмита	–	Гаусса	 (при	 a	 =	 0).	 Преобразование	 в	 моду	
Эрмита	–	Гаусса	является	нетривиальным	–	результирую-
щая	мода	Эрмита	–	Гаусса	 имеет	 дополнительный	фазо-
вый	множитель	[3]:
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Пусть	исходные	поля	имеют	вид

F1 = HGn(x)HGn + 1(y),	 (4)

F2 = HGn(x)HGn + 1(y)	+	HGn + 1(x)HGn(y).

Обозначим	их	модовые	астигматические	конверсии	(при	
a	=	0)	следующим	образом:

A(a,	F1)	=	G1(a)	=	A(a,	HGn(x)HGn + 1(y)),		
(5)

A(a,	F2)	=	G2(a)	=	A(a,	HGn(x)HGn + 1(y)

 + HGn + 1(x)	HGn(y))	=	G2		n  n + 1 (a)	+	G2  n + 1 n (a).

Эти	поля	выбраны	потому,	что	они	обладают	сходными	
свойствами:	 оба	 вещественны	 и	 структурно	 устойчивы	
при	 распространении,	 однако	 их	 астигматические	 кон-
версии	имеют	совершенно	разные	ОУМы.

Интересно	и	важно	отметить,	что	модовая	астигмати-
ческая	конверсия	G2(a)	при	a	=	0	совпадает	с	точностью	
до	 постоянного	 множителя	 (–i)n + 1	 с	 суперпозицией	 по-
лей,	приведенной	в	[4,	5],	поэтому	и	удельный	ОУМ	будет	
тем	же:

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))
( 1)

E G G

L G G
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n n n n

l n n n n

1 1

1 1

0a a
a a

+

+
=- +
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+ +

=
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Это	свойство	справедливо	и	для	других	случаев,	рассмот-
ренных	в	[4,	6].	Пусть,	например,	световое	поле	имеет	вид

F(x,	y) = HGn(x)HGn + 1(y)	+	A1HGn + 1(x)HGn(y)

  + A2HGn	+	2(x)HGn – 1(y).	 	

Его	АМК



«Квантовая	электроника»,	50,	№	11	(2020)	 В.Г.Волостников1076

G(a	=	0,	x,	y)	=	(–i)n + 1	[HGn(x)HGn + 1(y)

	 +	iA1HGn + 1(x)HGn(y)	+	i2A2HGn	+	2(x)HGn – 1(y)].

Таким	 образом,	 вопрос	 о	 модовой	 астигматической	
конверсии	световых	полей	типа	(5)	свёлся	к	задаче,	под-
робно	изученной	в	[4,	6].	Из	приведённых	выражений	вид-
но,	что	вещественное	световое	поле	при	АМК	может	при-
обретать	существенно	ненулевой	ОУМ.

Рассмотрим	астигматическую	конверсию	полученных	
выше	световых	полей.	Пусть	поле	имеет	вид

F = HGn(x)HGn + 1(y) +	iHGn + 1(x)HGn(y).

АМК	в	этом	случае	представляет	интерес	при	a = p/4,	т.	к.	
при	a	=	0	модовая	конверсия	даёт	L	=	0.	После	АМК	имеем

A(p/4,	F )	=	(–1)n [2n +1n!LGn
(–1)(x,	y)	+	i2n +1n!LGn

(1)(x,	y)].

Удельный	орбитальный	момент	такого	поля	также	равен	
нулю:

.
E
L

0l
=

Рассмотрим	теперь	поле	[6]

F = HGn(x)HGn (y) +	iHGn + 1(x)HGn – 1(y).

Из	работы	 [4]	 следует,	что	 эта	комбинация	имеет	то	же	
асимптотическое	значение	ОУМа,	что	и	поле	(2),	однако	
для	АМК	в	данном	случае	получим	выражение

A(p/4,	F )	=	(–1)n 2nn!LGn
(0)(x,	y)	

	 +	(–1)n– 1 i2n +1(n – 1)!LG ( )
n 1
2
- (x,	y).

Соответственно	удельный	ОУМ

( !) ( ) !( ) !

( ) !( ) !

/( )
1

E
L

n n n

n n

n n1 1

2 1 1

1
2l

2
=-

+ - +

- +
=-

+
+; E.

Асимптотическое	 значение	ОУМа	при	n ® ¥	 равно	 –1.	
Таким	 образом,	 при	 АМК	 равенство	 ОУМов	 для	 этих	
двух	случаев	не	выполняется.

На	 рис.1	 показаны	 распределения	 интенсивности	 и	
фазы	поля	(5)	при	n	=	4	и	результат	его	АМК	для	a = p/4.

Пусть	теперь	световое	поле	представляет	собой	супер-
позицию	трёх	мод	Эрмита	–	Гаусса	(весовые	коэффициен-
ты	взяты	из	[6]):

F(x,	y)	=	HGn(x)HGn + 1(y) +	iA1HGn + 1(x)HGn(y)	

	 +	i2A2HGn	+	2(x)HGn – 1(y),	 (6)

  A1 = 2 ,		A2 = 1.

Найдём	его	АМК:	

A(a,	F )	=	(–1)n 2n +1n!LGn
(–1)(x,	y)	+	(–1)n 2n +1A1n!LGn

(1)(x,	y)

	 +	i2(–1)n– 12n	+2A2(n – 1)!LG ( )
n 1
3
- (x,	y).

Удельный	ОУМ	такого	поля	для	случая,	рассмотренного	
в	[6],	определяется	выражением
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3 2
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c cm m .

Асимптотическое	значение	ОУМа	при	n ® ¥	равно	1.	На	
рис.2	 показаны	 распределения	 интенсивности	 и	 фазы	
поля	(6)	при	n	=	4	и	результат	его	АМК	(a = p/4).

Рис.1.	 Распределения	амплитуды	(а,	в)	и	фазы	(б,	г)	поля	(5)	до	(а,	б)	и	после	(в,	г)	АМК	(a = p/4).

Рис.2.	 Распределения	амплитуды	(а,	в)	и	фазы	(б,	г)	поля	(6)	до	(а,	б)	и	после	(в,	г)	АМК	(a = p/4).
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Возьмём	теперь	«симметричную»	комбинацию	(весовые	
коэффициенты	взяты	из	[6]),	являющуюся	результатом	
модовой	конверсии	симметричной	комбинации	полей:

F(x,	y)	=	–	iA–1HGn – 1(x)HGn +	2(	y)	+	HGn (x)HGn + 1(	y) 

 + iA1HGn + 1(x)HGn(y).	 (7)

Её	АМК	(a = p/4)	определяется	выражением

A(a,	F )	=	–	i(–1)n –1 A–12n	+2(n – 1)!LG ( )
n 1
3

-
- (x,	y)	

	 +	2n +1(–1)nn!LGn
(–1)(x,	y)	+	i2n +1(–1)nn!A1LGn

(1)(x,	y).

В	этом	случае	ОУМ	будет	следующим:

 
/ / /

/ /
E
L

1 2 1 4 1 4
5 4 1 4 1l

=
+ +

- +
=- .

Наконец,	возьмём	суперпозицию	из	четырёх	мод	Эр-
мита	–	Гаусса	(весовые	коэффициенты	взяты	из	[6]):

F = HGn(x)HGn + 1(y) +	iA1HGn + 1(x)HGn(y)

	 +	i2A2HGn	+	2(x)HGn – 1(y)	+	i3A3HGn	+	3(x)HGn –	2(y),

n  ³ 2,  A1 = A2,		A3	=	1,	A2	=	(1	+	 5 )/2.	 (8)	

Найдём	результат	её	АМК:

A(a,	F )	=	(–1)n 2n +1n!LGn
(–1)(x,	y)	+	iA1

 2n +1(–1)nn!Gn
(1)(x,	y)

	 +	i2(–1)n –1A2
 2n	+2	(n –	1)!LGn

(3)(x,	y)

	 	+	i3(–1)n –2A32n	+3(n –	2)!LGn
(5)(x,	y).	 (9)

Для	ОУМа	получим	выражение
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На	рис.3	показаны	распределения	интенсивности	и	
фазы	поля	(8)	при	n	=	4	и	результат	его	АМК.	Сравним	
этот	результат	с	результатом,	соответствующим	симмет-
ричной	комбинации:

F(x,	y)	=	–	iA–2HGn – 1(x)HGn +	2(	y)	

 + A–1HGn (x)HGn + 1(	y)	+ iA1HGn + 1(x)HGn(y)

 +	i2A2HGn +	2(x)HGn – 1(	y).

Для	этого	поля	АМК	описывается	выражением

A(a,	F )	=	–	i(–1)n	+2 2n – 1(n – 1)!A–2LG
( )
n 1
3

-
- (x,	y)

 + A–12n +1(–1)n+1n!LGn
(–1)(x,	y)

	 +	iA12n +1(–1)nn!LGn
(1)(x,	y)

	 +	i2A22n	+2(–1)n – 1(n –	1)!LG ( )
n 1
3
- (x,	y),

а	удельный	ОУМ	будет	нулевым:

E
L

A A6 6 0l
2
2

2
2

=- + =- .

В	работе	 [4]	показано,	что	для	поля	(8)	и	для	симме-
тричной	комбинации	асимптотические	ОУМы	одинако-
вы.	 Из	 проведённого	 выше	 рассмотрения	 видно,	 что	 и	
для	этих	комбинаций	равенство	ОУМов	после	АМК	так-
же	не	выполняется.

4. Заключение

Таким	 образом,	 проведено	 исследование	 изменения	
ОУМа	при	АМК.	Установлено,	что	ОУМ	радикально	из-
меняется.	Более	 того,	 даже	поля,	 имеющие	одинаковый	
ОУМ,	при	АМК	приобретают	совершенно	различные	его	
значения.	Например,	это	справедливо	для	вещественных	
структурно	устойчивых	световых	полей.
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Рис.3.	 Распределения	амплитуды	(а,	в)	и	фазы	(б,	г)	поля	(8)	до	(а,	б)	и	после	(в,	г)	АМК	(a = p/4).


