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1. Введение

Целый ряд явлений нелинейной оптики исследуется в 
тонких пленках, представляющих собой слой поляризую-
щегося материала толщиной, существенно меньшей дли-
ны волны электромагнитного излучения. Первые работы 
в этом направлении были посвящены изучению оптической 
бистабильности [1 – 7] и смежным вопросам, например 
динамическому хаосу [8 –  10]. На основе модели тонкой 
пленки изучались многие нелинейные оптические про-
цессы, происходящие на границе раздела сред. Здесь надо 
отметить исследования когерентных переходных процес-
сов, в частности сверхизлучения [11 – 14] и фотонного эха 
[15], отражения и преломления ультракоротких импуль-
сов [1, 2, 6, 16 – 24], параметрических процессов [25 – 28]. Ча
ще всего предполагалось, что нелинейные свойства тон-
кой пленки обусловлены присутствием в ней резонансных 
(двухуровневых или трехуровневых) атомов. Однако не-
линейные свойства пленки могут быть присущи ей самой, 
например в случае ферроэлектрических сред [29], полу-
проводников [30], полимеров [23, 31] и металлов [32, 33].

Для существования поверхностной волны необходи-
мо, чтобы диэлектрическая проницаемость одной из сред 
была отрицательной. Это условие выполняется для по-
верхности раздела металл – диэлектрик. Отрицательную 
диэлектрическую проницаемость имеют искусственно соз
данные среды – метаматериалы [34, 35] и гиперболичес
кие среды [36, 37]. Однако если на поверхности раздела 
двух диэлектриков с положительными диэлектрическими 
проницаемостями расположена тонкая пленка поляризу-
ющегося материала, то наведенные в нем токи смещения 
могут также обеспечивать существование поверхностной 
волны. Тем самым использование тонких пленок расши-
ряет область существования поверхностных волн.

Известно, что при прохождении через границу раздела 
различных топологических изоляторов (с обычными диэ-
лектриками) происходит поворот векторов магнитного и 
электрического полей [38 – 40]. По этой причине нет отдель-
но поверхностных ТЕ или ТМ волн и поверхностная вол-
на является гибридной – все компоненты ее полей ненуле-
вые. В этом состоит особенность поверхностных волн на 
границе раздела диэлектрик – топологический изолятор.

В настоящей работе исследовано распространение элек
тромагнитной волны, локализованной в тонкой пленке не
линейного диэлектрика, расположенного на границе раз-
дела топологического изолятора и обычного диэлектрика. 
Поскольку толщина пленки меньше длины волны излуче-
ния, макроскопическое описание полей внутри пленки не
возможно, и наличие пленки проявляется через условия 
непрерывности/разрывности компонент полей и индук-
ций [1, 2, 41]. Эти условия применительно к рассматрива-
емой ситуации представлены в разд.2. Нелинейное дис-
персионное соотношение для поверхностной волны по-
лучено в разд.3. Укороченные волновые уравнения для 
касательных компонент медленно меняющегося в про-
странстве и во времени электрического поля выведены в 
разд.4. Решение волновых уравнений приведено в разд.5. 
Показано, что касательные поперечная и продольная ком
поненты огибающей электрического поля периодически 
меняются во времени и в пространстве так, что касатель-
ный вектор электрического поля вращается в плоскости 
раздела с определенной частотой. Нормальная компо-
нента вектора электрического поля меняется синхронно с 
продольной компонентой.

2. Роль поверхностных токов 
на границе раздела 

Распространение электромагнитной волны в диэлек-
трике или в топологическом изоляторе описывается си-
стемой уравнений Максвелла (свободных зарядов и то-
ков нет) [42]

¶
¶rot c tE B1
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¶
¶rot c tH D1

= ,  divD = 0.	 (2)

При этом в диэлектрике индукции и поля связаны соот-
ношениями H = B и D = E + 4pP, а в топологическом изо-
ляторе – соотношениями H = Ha /  B – aqE и D = Da /  
E + 4pP + aqB. Здесь a – постоянная тонкой структуры, а 
параметр q, называемый аксионным зарядом [42], равен 
нулю в обычном диэлектрике и p (mod2p) в топологичес
ком изоляторе [40]. При переходе волны из одной среды в 
другую напряженности полей и индукций изменяются со-
гласно условиям непрерывности на границе раздела.

Пусть оси координат выбраны так, что нормаль к 
плоскости раздела n направлена вдоль оси x, а орты ez и 
ey осей z и y лежат в плоскости раздела, причем ось z на-
правлена вдоль волнового вектора поверхностной волны, 
а ось y перпендикулярна ему. Условия непрерывности вы
водятся из уравнений (1) и (2). Если по обе стороны от 
границы раздела расположены среды с различными зна-
чениями q, то выполняются следующие условия [43, 44]:

(D(1) – D(2))n = a(q(2) – q(1))B(1)n,

(H(1) – H(2))ez, y = a(q(1) – q(2))E(1)ez, y,	 (3)

(B(1) – B(2))n = 0,  (E(1) – E(2))ez, y = 0.

Здесь и далее верхний индекс указывает номер среды. Вы
ражения (3) означают, что по поверхности раздела течет ток

4
cja p
a

= (q(1) – q(2))E(1) ́  n,

имеющий топологическую природу. Его направление оп
ределяется ориентацией границы раздела и разностью чи
сел q(1, 2). Как и в эффекте Холла, ток ja перпендикулярен 
электрическому полю.

Если на границе раздела расположена тонкая (толщи-
ной менее длины волны) пленка вещества, которая харак-
теризуется поляризацией Pf, то условия непрерывности (3) 
(их вывод при q = 0 и в отсутствие тонкой пленки можно 
найти в [45], а при учете тонкой пленки – в [1 – 10]) моди-
фицируются и принимают следующий вид: 

(D(1) – D(2))n = a(q(2) – q(1))B(1)n,

(B(1) – B(2))n = 0,  (E(1) – E(2))ez, y = 0,

(H(1) – H(2))ez = a(q(1) – q(2))E(1)ez ¶
¶4

c t
p

+ Pf ey,

(H(1) – H(2))ey = a(q(1) – q(2))E(1)ey ¶
¶

c t
4p

- Pf ez .	

(4)

Согласно (4) магнитные индукции испытывают разрыв, 
определяемый поверхностными токами: топологическим 
током ja и током смещения в тонкой пленке.

3. Поля вне границы раздела 
и дисперсионное соотношение

В выбранной системе координат напряженности всех 
полей зависят только от переменных x, z и времени. В 
этом случае для компонент электрического поля Ey и маг-

нитного поля Hy можно записать волновые уравнения, а 
остальные компоненты выразить через них. Тогда система 
уравнений Максвелла сводится к системе уравнений для 
фурье-компонент напряженностей полей:
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где k0 = w/c. Поскольку в направлении оси z среды одно-
родны, все поля и индукция могут быть представлены в 
виде E(x, z; w) = e(x; w)exp(ibz), H(x, z; w) = h(x; w)exp(ibz)  
и D(x, z; w) = d(x; w)exp(ibz), где b – постоянная распро-
странения. Это позволяет свести систему приведенных вы
ше уравнений к двум обыкновенным уравнениям относи-
тельно компонент ey(x) и ez(x). Остальные компоненты вы
ражаются через них. Пусть среды изотропны и диэлек-
трическая проницаемость e(w) = e1 при x < 0 и e(w) = e2 
при x > 0.

Вне тонкой пленки среды линейны, уравнения для ey(x) 
и ez(x) имеют вид

¶

¶
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p e
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,

y z
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2- =  при x < 0,

где p2 = b2 –k0
2e2 и q2 = b2 –k0

2e1. Решения для всех полей в 
линейных средах, которые удовлетворяют краевым усло-
виям (для поверхностных волн поля обращаются в нуль 
вдали от границы раздела), записываются в следующем 
виде:

e ( )
x
1 (x) = [ b/(iq)]B1exp(qx),  e ( )

y
1 (x) = A1exp(qx), 

e ( )
z
1 (x) = B1exp(qx),

h ( )
x
1 (x) = – (b/k0)A1exp(qx),  h ( )

y
1 (x) = [k0 e1/(iq)]B1exp(qx), 

h ( )
z
1 (x) = – (iq/k0)A1exp(qx)

при x < 0 и

e ( )
x
2 (x) = (i b/p)B2exp(– px),  e ( )

y
2 (x) = A2exp(– px),

e ( )
z
2 (x) = B2exp(– px),

h ( )
x
2 (x) = – ( b/k0)A2exp(– px),  h ( )

y
2 (x) = (ik0 e2/p)B2exp(– px), 

h ( )
z
2 (x) = (ip/k0)A2exp(– px)

при x > 0.
Условия непрерывности при x = 0 позволяют опреде-

лить амплитуды A1, 2 и B1, 2. В рассматриваемом случае 
это приводит к уравнениям 

A1 = A2,  B1 = B2,

4iq p B k A pz
1 2

1
0

1 p
e e k
+ = -a k ,	 (5)
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(q + p)A1 = ikk0B1 + 4p k0
2py,	 (6)

где k = aDq; Dq =  q(1) – q(2); pz и py – касательные компо-
ненты поляризации тонкой пленки.

Для поляризации пленки выбрана модель, используе-
мая в работах [46, 47]:

py, z = cey,z(0) + c3[|ey(0)|2 + |ez(0)|2]ey,z,

где ey,z(0) – касательные компоненты электрического поля 
волны внутри пленки, т. е. в точке x = 0; c и c3 – линейная 
и нелинейная третьего порядка восприимчивости. Из-за 
непрерывности касательных компонент имеем ey(0) = A1 
и ez(0) = B1. Следовательно, py = R(|A|2,|B|2)A и pz = 
R(|A|2,|B|2)B, где R(|A|2,|B|2) = c + c3(|A|2 + ½B½2). 
Индексы у переменных А и В здесь и далее опущены.

Учитывая выражения для поляризации, уравнения (5) 
и (6) можно переписать в виде

a11A – a12B = g1A,  a21A + a22B = – g2B,	 (7)

где введены обозначения

a11 = p + q – 4pk0
2c,  a12 = k0k,  a22 = e1p + 4ppqc,

a21 = (k/k0)pq,  g1 = 4pk0
2c3(|A|2 + |B|2),

g2 = 4ppqc3(|A|2 + |B|2) .

Для случая линейной тонкой пленки (c3 = 0) уравнения (7) 
становятся однородной системой линейных уравнений, не-
тривиальное решение которой возможно при условии ра-
венства нулю ее определителя: f(w, b) /  a11a22 + a12a21 = 0. 
Это и есть дисперсионное соотношение для линейных по-
верхностных волн. В нелинейном случае волны с ампли-
тудами А и В связаны за счет нелинейности поляризации 
пленки. Уравнения (7) можно считать нелинейным обоб-
щением дисперсионного соотношения. Чтобы явно выде-
лить выражение, определяющее закон дисперсии линей-
ных волн, перепишем (7) в эквивалентной форме:

(a11a22 + a12 a21)A = f(w, b)A 

	 = Rnl (|A|2,|B|2)(a22k0
2A – a12 pqB),	 (8)

(a11a22 + a12 a21)B = f(w, b)B 

	 = Rnl(|A|2,|B|2)(a21k0
2A + a11 pqB),	 (9)

где Rnl(|A|2,|B|2) = 4p c3(|A|2 + |B|2) отражает нелиней-
ные свойства тонкой пленки в модели Аграновича – Баби-
ченко – Черняка [46, 47].

Далее будет рассматриваться распространение квази-
гармонической волны, которую можно представить в виде 
волны с медленно меняющейся огибающей.

4. Уравнения, описывающие поверхностную 
квазигармоническую волну 

Если определить нормированные огибающие касатель
ных компонент электрического поля поверхностной вол-
ны внутри тонкой пленки y1 и y2 формулами

Aexp(i bz) = (k0kpq)1/2y1,  Bexp(i bz) = (k0kpq)1/2y2,

то уравнения (8) и (9) можно записать в следующем виде:

f(w, b)y1 = 4pc3(|y1|2 + |y2|2)(d1y1 – y2),	 (10)

f(w, b)y2 = – 4pc3(|y1|2 + |y2|2)(d2y2 + y1).	 (11)

Здесь введены параметры

d1 pq
k a0 22

k= ,  d2 k
a

0

11

k= .

Пусть касательные компоненты электрического поля 
поверхностной волны описываются квазигармоническими 
волнами y1, 2 (z, t) = u1, 2(z, t)exp(i bc z – i wc t), где wc – часто-
та несущей волны, а bc – ее постоянная распространения, 
связанная с частотой уравнением f(wc, bc ) = 0. Огибающие   
u1, 2(z, t) предполагаются медленно меняющимися в про-
странстве и во времени по сравнению с изменениями не-
сущей волны. Пусть фурье-компоненты квазигармоничес
кой волны удовлетворяют нелинейному дисперсионному 
соотношению f(w, b)y1, 2(w, b) = h1, 2(w, b;|y1, 2|2), в кото-
ром правая часть есть малая величина. В случае, когда 
h1, 2 = 0, дисперсионное соотношение для огибающей сле-
дует из дисперсионного соотношения для квазигармони-
ческой волны: f(wc + w, bc + b)u1, 2(w, b) = 0. Если h1, 2 ¹ 0, 
задача может стать очень сложной. Существует метод по-
лучения приближенного дисперсионного соотношения для 
u1, 2(z, t) [48, 49]. Если h1, 2 рассматривать как малое возму-
щение, то в первом порядке малости

f(wc + w, bc + b)u1, 2(w, b) = h1, 2(wc + w, bc + b;|u1, 2|2),

или

f(wc + w, bc + b)u1, 2(w, b) = h1, 2(wc, bc;|u1, 2|2).	 (12)

Для квазигармонической волны функции u1, 2(w, b) отлич
ны от нуля в области, где w << wc и k << k0. Следовательно, 
можно разложить f(wc + w, bc + b) в ряд Тейлора и огра
ничиться первым (или первым и вторым, если учиты
вать дисперсии второго порядка) порядком производ
ных. Поскольку f(wc, bc ) = 0, выражение (12) записывает-
ся в виде

w
¶
¶

¶
¶f f

gw b b+ +d nu1, 2(w, b) = h1, 2(wc, bc;|u1, 2|2).

Производные в скобках вычисляются в точке (bc, wc), а 
многоточием обозначены более высокие порядки разложе-
ния по b и w. Поскольку b и w в окрестности точки (bc, wc) 
связаны дисперсионным соотношением f(w, b) = 0, мож-
но использовать теорему о дифференцировании неявной 
функции, что даст ¶ ¶/f b  = – (dw/db)¶ ¶/f w , и определить 
групповую скорость ug = (¶ ¶/w b ) [48, 49]. Замены w ® 
¶ ¶/i t , b ® –  ¶ ¶/i z  и u1, 2(w, b) ® u1, 2(z, t) приводят к эволю-
ционному уравнению для медленно меняющихся оги-
бающих. Применив эту процедуру к системе уравнений 
(10) и (11), можно получить систему уравнений, описы-
вающих распространение поверхностной волны в нели-
нейной тонкой пленке на поверхности топологического 
изолятора:

¶
¶

¶
¶i t z u1gu m+ =a k (|u1|2 + |u2|2)(d1u1 – u2),	 (13)
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¶
¶

¶
¶i t z u2gu m+ =-a k (|u1|2 + |u2|2 )(d2u2 + u1),	 (14)

где m = 4pc3(¶ ¶/f w )– 1 и производные вычисляются при 
w = wc. Уравнения (13), (14) описывают изменение огиба-
ющих касательных компонент электрических полей по-
верхностной волны без учета дисперсии групповых ско
ростей и в этом смысле могут быть названы укороченными 
(редуцированными) волновыми уравнениями. Похожие 
уравнения были получены при рассмотрении поверхност-
ных волн на границе раздела нелинейного диэлектрика и 
топологического изолятора [50]. Отличия заключаются в 
виде правых частей уравнений (13) и (14) и обусловлены 
иным типом нелинейности в рассматриваемой в [50] задаче.

5. Стационарная нелинейная 
поверхностная волна

Поскольку дисперсия групповых скоростей отсутствует, 
можно использовать производную вдоль характеристики

¶
¶

¶
¶

¶
¶

t zgz u= +a k

и перейти от (13), (14) к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Полезно также перейти к веществен-
ным переменным u1(z, t) = aexp(ij1), u2(z, t) = bexp(ij2) и 
переписать результирующую систему уравнений в веще-
ственной форме:

¶
¶a
z =  – m(a2 + b2)bsinF,  ¶

¶b
z =  m(a2 + b2)asinF,	 (15)

¶
¶ ( ) cosa b b

a
a
b2 2

z m dF F= + + -d n< F,	 (16)

где введены разность фаз F = j2 – j1 и параметр d = d1 + d2. 
Уравнения (15) и (16) напоминают уравнения, возникаю-
щие при описании параметрического взаимодействия волн. 
По этой причине можно ожидать, что преобразование по
перечной касательной компоненты электрического поля 
ey(z; t) в продольную компоненту ey(z; t) и обратно будет 
периодическим.

Система уравнений (15) и (16) имеет два интеграла 
движения:

a2 + b2 = a0
2 ,  abcosF a I2

2
0

d
- = .

Если исключить из этих выражений b, то останется одно 
уравнение,

¶
¶ sinw w1 2

z F=- - ,	 (17)

2 /cosw w w J I a1 2 2
0 0 0

2dF- - = = ,

для переменной w = a/a0, которая зависит от a0
2x m z= . 

Константа J0 определяется начальными условиями. В об-
щем случае решение уравнения (17) выражается через эл-
липтические функции и является громоздким. Однако если 
предположить, что в начальный момент электрическое 
поле не имело поперечной компоненты, т. е. ey(z; 0) = 0, то 

в последующие моменты времени поперечная компонен-
та будет меняться согласно формуле

( ) sina a a
4
4

4
4

0 2

2

0
2z

d
m d z=

+

+d n.	 (18)

Разность фаз F определяется соотношением

,cos
cos

sin
a

4 4
42

2 2

2 2

0
2

2

d f
d f

f m d zF =
+

=
+

.

Из выражения для первого интеграла движения следу-
ет, что огибающая продольной компоненты поля ez(z; t) 
имеет вид 

( ) cosb a a
4
4

4
4

0 2

2

0
2z

d
m d z=

+

+d n.	 (19)

Из (18) и (19) видно, что компоненты ey(z; t) и ez(z; t) изме-
няются гармонически со сдвигом на p/2. Это означает,что 
нелинейные свойства тонкой пленки проявляются во вра-
щении касательного вектора электрического поля в пло-
скости раздела диэлектрика и топологического изолятора.

Из (18) можно определить период T колебаний (из-
менений в пространстве и во времени) огибающей элек-
трического поля ey(z; t) или ez(z; t). Если измеряемой вели-
чиной является квадрат огибающей (т. е. интенсивность 
волны), то

a T4
4 2

0
2 pm d+

= .	 (20)

Поскольку k » 10–2, параметр

k
a

pq
k a1

0

11 0 22d k= +d n » 10 2.

Следовательно, выражение под корнем в (20) много боль-
ше единицы. Это позволяет найти оценку для периода Т :

T » 
a 30
2c
k .

Таким образом, период колебаний может меняться в за-
висимости от интенсивности поверхностной волны.

6. Заключение

В настоящей работе была рассмотрена поверхностная 
волна, распространяющаяся вдоль границы раздела топо-
логического изолятора и обычного диэлектрика. На гра-
нице раздела расположена тонкая пленка нелинейного ди
электрика, благодаря чему электромагнитная волна ло-
кализована на этой границе. В отсутствие пленки поверх-
ностная волна может существовать только в том случае, 
если знаки диэлектрических проницаемостей сред про-
тивоположны либо диэлектрик нелинеен. Присущий то-
пологическому изолятору магнитоэлектрический эффект 
приводит к смешиванию (гибридизации) поперечной элек-
трической (ТЕ) и поперечной магнитной (ТМ) волн, а не-
линейность пленки – к их взаимодействию. В результате 
касательный вектор электрического поля поверхностной 
волны вращается в плоскости раздела сред при распро-
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странении волны. При этом нормальная компонента элек-
трического поля осциллирует с той же частотой. Изме
няя интенсивность поверхностной волны, можно изме-
нять период колебаний.

Для учета нелинейных свойств тонкой пленки исполь-
зовалась простая модель [46, 47], что позволяет дать ка-
чественную картину протекающих в пленке процессов. 
Принципиальным является магнитоэлектрический эффект, 
характерный для топологического изолятора. 
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