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1. Введение

Квантовое	моделирование	элементарных	физических	
процессов	представляет	интерес	для	решения	множества	
задач	 физики	 многочастичных	 квантовых	 взаимодей-
ствий,	сложность	которых	экспоненциально	возрастает	с	
увеличением	числа	взаимодействующих	частиц	[1,	2].	Для	
выполнения	 квантового	 моделирования	 используется	
квантовый	 процессор,	 способный	 выполнять	 квантовое	
преобразование	Фурье,	 на	 котором	 основан	 квантовый	
алгоритм	оценки	фазы	[3].	Квантовая	оценка	фазы	явля-
ется	важным	строительным	блоком	для	различных	кван-
товых	алгоритмов.	Например,	она	используется	в	алго-
ритме	Шора	для	разложения	чисел	на	простые	множите-
ли,	 в	 квантовой	 химии	для	моделирования	молекул	и	 в	
алгоритме	Гровера	[2].	Тем	не	менее	выполнение	кванто-
вых	алгоритмов	на	современных	квантовых	процессорах	
ограничено	 низкой	 точностью	 квантовых	 вентилей.	 В	
связи	с	этим	большой	интерес	вызывает	эксперименталь-
ная	реализация	простейших	квантовых	алгоритмов,	 ко-
торая	 позволяет	 оценить	 возможности	 квантовых	 про-
цессоров	для	решения	элементарных	физических	задач	и	
перспективы	достижения	квантового	превосходства.

В	 последние	 годы	 наблюдается	 значительный	 прог-
ресс	в	реализации	квантовых	вычислений	на	различных	
физических	платформах.	Среди	них	выделяются	перехо-
ды	Джозефсона	в	сверхпроводниках	[4	–	6],	которые	были	
выбраны	в	качестве	основы	для	квантовых	процессоров	

крупнейших	ИT-компаний	(IBM,	Google,	Microsoft).	В	то	
же	время	успехи	достигнуты	и	для	альтернативных	физи-
ческих	систем	–	ультрахолодных	ионов	[7,	8],	фотонов	[9],	
ультрахолодных	 нейтральных	 атомов	 [10	–	13].	 Для	 ана-
лиза	перспектив	выполнения	квантовых	алгоритмов	в	та-
ких	системах	большой	интерес	представляет	сравнение	их	
возможностей	с	таковыми	для	сверхпроводящих	кванто-
вых	процессоров	на	примере	простейших	квантовых	ал-
горитмов.

Особый	интерес	вызывают	задачи	моделирования	мо-
лекул	[14],	включая	структуру	и	свойства	отдельных	мо-
лекул	или	молекулярных	образований.	Эта	задача	может	
быть	сведена	к	определению	энергий	различных	состоя-
ний	молекулы,	что	равносильно	поиску	собственных	со-
стояний	и	собственных	значений	унитарного	оператора.	
Фаза	унитарного	оператора	представляется	в	виде	бито-
вой	последовательности	произвольной	длины.

Как	правило,	 квантовая	оценка	фазы	реализуется	 с	
использованием	 обратного	 квантового	 преобразования	
Фурье	[3],	что	позволяет	путем	однократного	измерения	
состояния	 квантового	 регистра	 найти	 нужную	последо-
вательность	битов.	Длина	измеренной	битовой	последо-
вательности,	определяющая	точность	измерений,	задает-
ся	 размерностью	 квантового	 регистра.	 Альтернативой	
может	 служить	 алгоритм	Китаева	 с	 единственным	 кон-
тролирующим	кубитом	 [15].	В	 этом	случае	в	результате	
последовательных	 измерений	 состояний	 кубита	 может	
быть	 получена	 битовая	 последовательность	 произволь-
ной	длины.

Для	реализации	алгоритма	Китаева	можно	использо-
вать	итеративную	 схему,	позволяющую	вычислять	каж-
дый	значащий	бит	после	однократного	измерения	состо-
яния	 контролирующего	 кубита.	 Затем	 на	 следующем	
шаге	последовательности	перед	измерением	осуществля-
ется	коррекция	фазы	кубита	с	учетом	результатов	пред-
шествующих	измерений.	Данная	схема	была	предложена	
в	работе	[16].	В	[17]	проведено	численное	моделирование	
итеративной	 квантовой	 оценки	 фазы	 для	 идеального	
квантового	процессора,	а	также	для	системы	из	двух	взаи-
модействующих	 нейтральных	 атомов,	 кратковременно	
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возбуждаемых	в	ридберговские	состояния	при	выполне-
нии	двухкубитовых	вентилей.	Показано,	что	влияние	де-
когерентизации	 вследствие	 конечного	 времени	 жизни	
ридберговских	 атомов	 на	 результат	 измерения	 может	
быть	устранено	путем	многократных	измерений	состоя-
ний	контролирующего	кубита,	что	может	рассматривать-
ся	как	классическая	коррекция	ошибок.

В	 настоящей	 работе	 была	 реализована	 итеративная	
квантовая	оценка	фазы	на	квантовом	процессоре	IBM,	а	
также	квантовая	оценка	фазы	на	основе	квантового	пре-
образования	 Фурье	 на	 примере	 определения	 энергии	
основного	состояния	молекулы	водорода.

2. Алгоритмы квантовой оценки фазы

Общая	 схема	 квантовой	 оценки	 фазы	 приведена	 на	
рис.1.	Используются	два	квантовых	регистра:	регистр	S	
(state),	 в	 который	 записывается	 волновая	 функция	 рас-
сматриваемого	 состояния	 системы	 |	y ñ,	 и	 регистр	 R	
(readout),	необходимый	для	хранения	промежуточной	ин-
формации	и	получения	значения	фазы	оператора.	Все	ку-
биты	регистра	R,	используемого	для	измерений,	первона-
чально	приготовлены	в	состоянии	|	0	ñ.	После	выполнения	
вентилей	 Адамара	 H	 регистр	 окажется	 в	 суперпозиции	
всех	возможных	состояний,	обозначаемых	как	|	n ñ.  

Регистр	S	приготовлен	в	собственном	состоянии	неко-
торого	унитарного	оператора	Ut ,	обозначаемом	как	|	y ñ. 
Пусть	j	 –	 фаза	 оператора	Ut ,	 т.	е.	Ut |	y ñ	 =	 exp(2pij)|	y ñ. 
Если	 мы	 последовательно	 применяем	 контролируемым	
образом	операторы	вида	U Uk

2k
=t t 	к	регистру	S,	то	в	ито-

ге	получаем	следующее	состояние	системы:

7 7| | (2 ) | |expR S i n n
n

p j y= / .	 (1)

Затем	 выполним	 обратное	 квантовое	 преобразование	
Фурье	FT+	с	регистром	R	и	измерим	его	состояние.	Это	
позволит	нам	оценить	фазу	 с	 произвольной	 точностью.	
Обратим	внимание	на	то,	что	измерение	состояния	реги-
стра	проводится	однократно.	

При	использовании	этого	метода	для	получения	вы-
сокой	 точности	 измеренного	 значения	 фазы	 необходим	
регистр	 достаточно	 большой	 размерности.	 Метод	 Ки-
таева	[15]	позволяет	решить	эту	задачу	с	помощью	един-
ственного	контролирующего	кубита.	Схема	метода	при-
ведена	на	рис.2.	Регистр	состоит	из	одного	контролирую-
щего	кубита	и	регистра	 состояний,	 в	котором	 записано	
собственное	состояние	|	y ñ	оператора	Û.	После	выполне-
ния	контролируемого	унитарного	преобразования	систе-
ма	из	двух	кубитов	окажется	в	состоянии

0 1[| (2 )| ] |exp i
2
1 p j y+ .

После	вентиля	Адамара	H	система	находится	в	состоянии	

[1 (2 )] | | [1 (2 )] | |exp expi i
2
1 0

2
1 0p pj y j y+ + - .	 (2)

Вероятность	обнаружить	контролируемый	кубит	в	состо-
янии	«0»	есть	P	=	cos2(pj).	Измеряя	ее,	можно	определить	
фазу	j. 

Вместо	однократного	измерения	состояния	многоку-
битового	регистра	для	получения	заданной	точности	из-
меряемой	фазы	 требуются	многократные	 измерения	 со-
стояния	одного	кубита.	Следует	отметить,	что	для	изме-
рения	вероятностей	нахождения	системы	в	состоянии	|	0	ñ 
или	 |	1	ñ	 также	 нужны	 многократные	 измерения.	 Мо-
дификация	 данной	 схемы,	 предложенная	 в	 работе	 [16],	
позволяет	 определить	 k-й	 бит	 фазы	 за	 одно	 измерение.	
Схема	 модифицированного	 алгоритма	 Китаева	 пред-
ставлена	на	рис.3.	В	отличие	от	рассмотренных	ранее	ме-
тодов,	измерение	начинается	с	младшего	бита	фазы.	Каж-
дая	итерация	включает	в	себя	однократное	измерение	со-
стояния	контролирующего	кубита.	Перед	измерением	его	
состояние	корректируется	для	учета	результатов	преды-
дущих	измерений	путем	фазового	сдвига	RZ (wk),	т.	е.	вра-
щения	кубита	вокруг	оси	Z	на	угол	wk.

3. Экспериментальная квантовая оценка 
фазы с использованием процессора IBM

Аналогично	работе	[17]	в	качестве	модельной	задачи	
для	квантовой	оценки	фазы	выбрано	определение	энер-
гии	основного	состояния	молекулы	водорода.	В	соответ-
ствии	с	работой	[18]	был	взят	минимальный	базисный	на-
бор	1s-орбиталей	Слэтера	–	Зенера	STO-3G	[19].	При	рас-
стоянии	 между	 ядрами	 атомов	 в	 молекуле	 водорода	
1.4	ат.	ед.	матрица	гамильтониана	(в	атомных	единицах)	
имеет	следующий	вид	[8]:

.
.

0.1813
.

H
1 8310
0 1813 0 2537mol =
-

-
t e o.	 (3)

Собственному	 состоянию	 гамильтониана	 |yl 	 соответ-
ствует	собственное	число	l.	Гамильтониан	системы	|Hmol

t  
генерирует	унитарный	оператор	эволюции	Ut 	за	время	t:

Рис.1.	 Общая	схема	квантовой	оценки	фазы	с	использованием	об-
ратного	квантового	преобразования	Фурье.

Рис.2.	 Схема	 алгоритма	 Китаева	 с	 единственным	 контролирую-
щим	кубитом.

Рис.3.	 Адаптивная	схема	оценки	фазы.
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| ( ) | (2 ) | |exp expi iU Hmol py t y j y l y= - = =l l l l
t t .	 (4)

Измерив	фазу	 собственного	 числа	j,	 можно	найти	 соб-
ственное	 значение	 гамильтониана	 (энергию	 молекулы)	
Emeas	=	2pj/t.

Для	экспериментальной	квантовой	оценки	фазы	в	сре-
де	IBM	Quantum	Experience	была	разработана	програм-
ма,	 включающая	 в	 себя	 адиабатическое	 приготовление	
начального	 состояния	 |yl ,	 аналогичное	 описанному	 в	
работе	[17],	декомпозицию	унитарного	оператора	эволю-
ции	 в	 виде	 последовательности	 однокубитовых	 враще-
ний,	измерение	конечного	состояния	кубита	и	коррекцию	
фазы	контролирующего	кубита	при	последующих	изме-
рениях.	В	настоящее	время	компания	IBM	предоставляет	
доступ	 к	 квантовому	 симулятору,	 1-кубитовому,	 семи	
5-кубитовым	 и	 одному	 15-кубитовому	 квантовым	 про-
цессорам	[4].	Схема	5-кубитового	квантового	процессора	
ibmqx2,	 использованного	 в	 нашей	 работе,	 показана	 на	
рис.4.	Погрешности	при	выполнении	двухкубитовых	вен-
тилей	составляют	примерно	1.5	%	[4].

На	 рис.5	 приведены	 экспериментально	 измеренные	
вероятности	 получения	 корректного	 значения	 каждого	
бита	последовательности,	состоящей	из	25	значащих	би-
тов	 и	 задающей	фазу	 унитарного	 оператора	 эволюции.	
Для	 квантового	 симулятора	 вероятность	 нахождения	
правильного	значения	каждого	младшего	бита	отличает-

ся	от	единицы,	поскольку	в	расчетах	не	могут	быть	учте-
ны	более	младшие	биты	истинного	значения	фазы	(начи-
ная	с	26-го).	Для	квантового	процессора	ibmqx2	из-за	не-
достаточно	 высокой	 точности	 двухкубитовых	 вентилей	
средняя	 вероятность	 получения	 правильного	 значения	
для	 старших	 20	 битов	 последовательности	 P	 =	 0.91.	
Каждое	 значение	 вероятности	 найдено	 при	 усреднении	
по	1024	измерениям.		

Это	означает,	что	корректная	последовательность	би-
тов	при	имеющейся	точности	процессора	не	может	быть	
получена	в	результате	одного	измерения.	В	то	же	время	
выбор	наиболее	вероятного	значения	каждого	бита	при	
неоднократных	измерениях	позволяет	найти	корректное	
значение	 приведенной	 на	 рис.5	 битовой	 последователь-
ности,	задающей	фазу.	

При	выполнении	квантовой	оценки	фазы	с	использо-
ванием	 квантового	 обратного	 преобразования	 Фурье	
удалось	получить	корректное	значение	фазы	только	с	по-
мощью	квантового	симулятора.	При	использовании	кван-
тового	процессора	ibmqx2	найти	корректное	значение	не	
удалось,	что	связано	с	большей	чувствительностью	данно-
го	метода	к	точности	двухкубитовых	вентилей.

4. Ошибка итерационного алгоритма

В	работе	[16]	проведен	анализ	ошибок,	возникающих	
при	итерационном	выполнении	алгоритма	Китаева.	В	со-
ответствии	с	принятой	в	книге	Нильсена	и	Чанга	[2]	си-
стемой	 обозначений	 представим	 фазу	j	 как	 последова-
тельность	n	битов	j1,	.	.	.	,	jn	в	следующм	виде:

0.
2 4 2n n

n
1 2

1 2f fj j j j
j j j

= = + + + .

Из	рис.5	видно,	что	даже	для	идеального	квантового	про-
цессора	(квантового	симулятора)	вероятность	получения	
правильного	значения	младших	битов	отличается	от	еди-
ницы.	Такой	проблемы	не	возникло	бы,	если	бы	искомое	
значение	 фазы	 имело	 вид	 j = 0.j1 j2	… jm	0000...,	 при	
этом	число	значащих	битов	m	точно	совпадает	с	длиной	
измеряемой	 последовательности.	 В	 данном	 случае	 при	
моделировании	 на	 квантовом	 симуляторе	 вероятность	
нахождения	 корректного	 значения	 равна	 единице	 для	
всех	битов	последовательности,	поскольку	нет	вклада	не-
учтенных	младших	битов.	

В	 действительности	 измеренная	 последовательность	
битов	ju  = 0.j1 j2	… jm	0000	отличается	от	истинного	зна-
чения	фазы	j	на	величину,	которую	можно	характеризо-
вать	параметром	d,	лежащим	в	диапазоне	0	–	1:	

m2 , 0 11Gj j d d= + -u .	 (5)

В	работе	[6]	найдена	условная	вероятность	Pk	корректно-
го	 измерения	 состояния	 каждого	 значащего	 бита	 при	
условии,	что	предыдущие	биты	были	правильно	измере-
ны.	Эта	вероятность	определяется	значением	d	в	соответ-
ствии	с	выражением	[16]

Pk	=	cos2(p2k – m	–	1	d).	 (6)

Следовательно,	 для	 получения	 корректной	 последова-
тельности	битов	даже	для	идеального	квантового	процес-
сора	необходимо	измерять	состояние	каждого	бита	неод-
нократно.	 Кроме	 того,	 неточность	 выполнения	 кванто-

Рис.4.	 Схема	5-кубитового	процессора	ibmqx2.	Кубиты	показаны	
кружками,	 а	 соединения	кубитов	для	реализации	двухкубитовых	
вентилей	–	стрелками.

Рис.5.	 Измеренные	вероятности	получения	корректных	значений	
каждого	бита	последовательности,	задающей	фазу	оператора	эво-
люции	(приведена	внизу).	Младшие	биты	находятся	слева.
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вых	вентилей	приводит	к	дополнительным	ошибкам,	как	
это	видно	на	рис.5.	

Процессор	IBM	при	квантовом	измерении	позволяет	
проводить	не	менее	1024	повторных	измерений	для	набо-
ра	статистических	данных.	Этого	достаточно,	чтобы	эф-
фективно	 корректировать	 ошибки	 при	 использовании	
следующего	правила:	если	измеренная	вероятность	полу-
чить	«1»	 составляет	более	50	%,	то	результат	измерений	
принимается	за	«1».	

Была	 проведена	 численная	 оценка	 вероятности	 на-
хождения	 правильного	 результата	 для	 меньшего	 числа	
повторных	измерений.	Для	оценки	точности	однократно-
го	измерения	построено	104	случайных	25-битовых	после-
довательностей,	для	каждого	бита	которых	вероятность	
получить	 заданное	 значение	 соответствовала	 экспери-
ментальным	результатам,	представленным	на	рис.5.	Для	
каждой	последовательности	рассчитана	ошибка	по	отно-
шению	 к	 истинному	 значению	 ||j j- u .	 Распределение	
числа	последовательностей	по	выраженному	в	двоичной	
системе	 значению	 ошибки	 показано	 на	 рис.6,а.	 Видно,	
что	вероятность	точного	совпадения	 (что	соответствует	
ошибке	менее	2	–25,	левый	столбец	гистограммы)	оказыва-
ется	равной	~12	%,	что	близко	к	произведению	вероятно-
стей,	 приведенных	 на	 рис.5	 для	 экспериментальной	 по-
следовательности	битов.

	Если	вместо	одной	битовой	последовательности	гене-
рировать	девять	последовательностей	с	аналогичной	ве-
роятностью	получить	заданное	значение	каждого	бита	и	

затем	 выбрать	 итоговую	 последовательность	 по	 наи-
большему	числу	совпадений	значений	каждого	бита	сре-
ди	всех	девяти	последовательностей,	то	вероятность	най-
ти	 правильное	 значение	 фазы	 существенно	 возрастает,	
как	видно	из	рис.6,б.	Результаты	оценки	точности	изме-
ренных	значений	фазы	для	различного	числа	повторных	
измерений	приведены	в	табл.1.	Видно,	что	уже	при	девя-
ти	повторных	измерениях	вероятность	получить	точную	
битовую	последовательность	превышает	98.8	%,	а	вероят-
ность	получить	ошибку	менее	10–6	больше	99	%.

5. Заключение

В	работе	 представлены	 результаты	 выполнения	 ите-
ративной	квантовой	оценки	фазы	на	основе	алгорит-
ма	 Китаева	 с	 использованием	 процессора	 IBM	 ibmqx2.	

Табл.1.	 Вероятность	P	получения	заданной	точности	измеренного	
значения	фазы	при	заданном	числе	итераций.

Число	по-
вторений

Максимальная	ошибка	измерения	фазы

2 25
G

- 10 6
G

- 10 3
G

-

1 0.1235 0.1782 0.4411

3 0.6037 0.6607 0.8112

5 0.8720 0.8972 0.9419

7 0.9589 0.9684 0.9839

9 0.9881 0.9917 0.9957

Рис.6.	 Распределение	числа	сгенерированных	битовых	последовательностей	по	величине	ошибки	для	однократного	измерения	(а)	и	в	слу-
чае	усреднения	по	девяти	измерениям	с	последующим	выбором	более	вероятного	значения	каждого	бита	(б).	Левые	столбцы	соответству-
ют	точному	совпадению	последовательности	с	истинным	значением	(ошибка	менее	2–25).
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Показано,	 что	 за	 счет	 классической	 коррекции	 ошибок	
можно	получить	корректную	последовательность	25	зна-
чащих	битов,	несмотря	на	ограниченную	точность	двух-
кубитовых	вентилей.	Численная	оценка	вероятности	на-
хождения	 правильного	 результата	 показала,	 что	 кор-
ректная	последовательность	битов	может	быть	получена	
и	при	числе	измерений,	существенно	меньшем	числа	из-
мерений,	проведенных	на	процессоре	IBM.	

Настоящая	 работа	 была	 поддержана	 грантом	 РНФ	
№	19-52-15010-а.
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