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1. Введение

Современные	 нанотехнологии	 позволяют	 создавать	
левоориентированные	метаповерхности	с	одновременно	
отрицательными	диэлектрической	и	магнитной	проница-
емостями,	которые	сформированы	тонкой	левоориенти-
рованной	пленкой	на	правоориентированной	подложке	
с	 положительными	 диэлектрической	 и	 магнитной	 про-
ницаемостями	 [1	–	4].	Исследования	 новых	 волноводных	
свойств	таких	метаповерхностей	в	оптическом	диапазоне	
длин	волн,	в	том	числе	обусловленных	нелинейным	оп-
тическим	откликом,	являются	актуальными	для	техниче-
ских	приложений.

Нелинейное	 волновое	 уравнение,	 описывающее	 рас-
пространение	электромагнитной	волны	в	объемной	пра-
воориентированной	 среде	 с	 нелинейным	 откликом	 кер-
ровского	типа	(эффектом	Керра),	имеет	решения	в	виде	
плоской	волны	с	фазой,	 зависящей	от	ее	интенсивности	
[5	–	13].	Такая	волна	может	быть	неустойчива	относитель-
но	малых	возмущений	ее	амплитуды	как	во	времени,	при	
отрицательной	 дисперсии	 групповых	 скоростей	 (ано-
мальной	дисперсии),	так	и	в	пространстве,	при	положи-
тельном	 керровском	 коэффициенте	 (в	 самофокусирую-
щей	среде).	В	последнем	случае	модуляционная	неустой-
чивость	приводит	к	мелкомасштабной	самофокусировке	
однородной	волны	и	в	конечном	счете	к	ее	распаду	на	от-
дельные	пучки.	Наличие	или	отсутствие	модуляционной	
неустойчивости	тесно	связано	с	существованием	светлых	
или	темных	солитонов	огибающей	[10	–	13].

Модуляционная	 неустойчивость	 может	 развиваться	
при	распространении	не	только	плоских	волн,	но	и	огра-
ниченных	лазерных	пучков	в	нелинейных	объемных	сре-
дах,	в	том	числе	в	нелинейных	оптических	резонаторах	и	
лазерных	 усилительных	 системах,	 а	 также	 при	 распро-
странении	 поверхностных	 волн	 в	 нелинейных	 слоистых	
средах	 и	 направляемых	 мод	 в	 нелинейных	 планарных	
волноводах	и	оптических	волокнах	[10	–	20].	При	этом	не-
устойчивость	 направляемой	 моды	 относительно	 малых	
амплитудных	возмущений	в	нелинейном	оптическом	во-
локне	или	в	планарном	волноводе	с	эффектом	Керра	раз-
вивается	во	времени	и	при	аномальной	дисперсии	[21	–	30].	
В	 планарном	 волноводе	 с	 самофокусирующей	 нелиней-
ностью	развитие	модуляционной	неустойчивости	одной	
волноводной	моды	возможно	и	в	пространстве,	в	плоско-
сти	волновода	[10,	20,	31	–	38].

Одновременное	распространение	двух	направляемых	
мод	в	нелинейном	волноводе	также	сопровождается	не-
устойчивостью	их	амплитуд	относительно	малых	возму-
щений.	Взаимодействие	между	модами	приводит	к	тому,	
что	их	модуляционная	неустойчивость	может	развивать-
ся	 при	 параметрах,	 соответствующих	 устойчивому	 рас-
пространению	одной	моды	[12,	13,	39	–	48].

Исследования	 модуляционной	 неустойчивости	 в	 не-
линейных	левоориентированных	метаматериалах	и	содер-
жащих	их	волноведущих	структурах	значительно	расши-
рили	представление	об	условиях	ее	развития	[49	–	62].	При	
этом	в	некоторых	случаях	эти	условия	можно	считать	ин-
вертированными	по	отношению	к	условиям	развития	мо-
дуляционной	 неустойчивости	 в	 правоориентированных	
средах.	 Например,	 при	 распространении	 только	 одной	
волны	в	левоориентированных	средах	с	нелинейным	от-
кликом	 керровского	 типа	 пространственная	 модуляци-
онная	неустойчивость	возможна	при	отрицательном	ко-
эффициенте	Керра	[51],	а	временная	–	при	положительной	
дисперсии	групповых	скоростей	[52].

Дисперсионные	свойства	оптических	волноводов,	со-
держащих	 левоориентированные	 метаматериалы,	 каче-
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ственно	 отличаются	 от	 свойств	 обычных	 правоориен-
тированных	 волноводов	 [63	–	71].	 В	 левоориентирован-
ных	волноводах,	как	и	в	правоориентированных,	могут	
распространяться	быстрые	волноводные	моды	с	фазовой	
скоростью,	 превышающей	 фазовую	 скорость	 плоских	
волн	 в	 объемном	 материале	 с	 параметрами	 материала	
пленки.	 Однако	 в	 отличие	 от	 правоориентированных	
волноводов,	 в	 левоориентированных	могут	распростра-
няться	и	медленные	волноводные	моды	с	фазовой	скоро-
стью,	меньшей	фазовой	скорости	плоских	волн	в	объем-
ном	материале	пленки.	При	этом	частотная	дисперсион-
ная	 зависимость	 постоянной	 распространения	 быстрой	
направляемой	 моды	 планарного	 волновода	 на	 основе	
тонкой	 левоориентированной	 пленки,	 правоориентиро-
ванных	покровной	среды	и	подложки	может	иметь	точку,	
в	которой	групповая	скорость	моды	обращается	в	нуль	
[63,	67,	69	–	71].	Эта	точка	делит	дисперсионную	кривую	на	
две	ветви.	Одной	из	них	отвечает	либо	вперед,	либо	назад	
распространяющаяся	 мода	 с	 положительной	 групповой	
скоростью,	совпадающей	по	направлению	с	фазовой	ско-
ростью,	а	другой	–	либо	вперед,	либо	назад	распростра-
няющаяся	мода	 с	 отрицательной	 групповой	 скоростью,	
противоположной	 по	 направлению	 фазовой	 скорости.	
Поэтому	 в	 общем	 случае	 в	 тонкой	 левоориентирован-
ной	пленке	на	одной	частоте	вдоль	одного	направления	
могут	распространяться	четыре	направляемые	моды	од-
ного	типа	[69	–	71],	а	не	две,	как	в	волноводах	на	основе	
правоориентированных	материалов	[72	–	76].

Если	материал	левоориентированного	волновода,	на-
пример	подложка	[68,	71],	имеет	нелинейный	оптический	
отклик,	 то	 распространение	 мод	 одного	 типа	 сопрово-
ждается	не	только	фазовой	само-	и	кроссмодуляцией,	как	
в	 обычных	 правоориентированных	 волноводах	 [10,	12,	
13,	77	–	81],	но	и	энергообменом	между	модами	 [71].	Раз-
витие	пространственной	модуляционной	неустойчивости	
при	 распространении	 направляемых	 мод	 в	 таком	 нели-
нейном	планарном	волноводе	может	сопровождаться	ка-
чественными	особенностями,	которые	до	сих	пор	не	рас-
сматривались.	В	настоящей	работе	выполнен	анализ	мо-
дуляционной	 неустойчивости	 для	 различных	 вариантов	
распространения	двух	волноводных	мод	в	тонкой	лево-
ориентированной	пленке	на	правоориентированной	под-
ложке	с	эффектом	Керра	на	частоте	вблизи	нуля	группо-
вой	скорости.

2. Внутримодовые пучки на частоте 
вблизи нуля групповой скорости

Рассмотрим	 планарный	 волновод	 на	 основе	 тонкой	
левоориентированной	 пленки	 и	 подложки	 с	 эффектом	
Керра	(рис.1).	Считаем,	что	частотная	дисперсия	относи-
тельных	 диэлектрической	 и	магнитной	 проницаемостей	
метаматериала	пленки	описывается	модельными	соотно-
шениями,	используемыми	в	работах	 [50	–	52,	54,	55,	57,	63,	
67	–	71],	и	параметрами	слоев,	принятыми	в	работах	[69	–	
71].	В	общем	случае	световое	поле	в	таком	волноводе	об-
разовано	 четырьмя	 монохроматическими	 пучками	 бы-
стрых	 ТЕ	 мод	 с	 одним	 и	 тем	 же	 модовым	 индексом,	
бóльшим	единицы	[70,	71].	Частотные	дисперсионные	за-
висимости	постоянных	распространения	этих	мод	имеют	
точку,	в	которой	групповая	скорость	моды	обращается	в	
нуль	 [63,	67,	69	–	71,	82].	Центральная	 составляющая	 про-
странственного	спектра	первого	(второго)	пучка	–	вперед	
распространяющаяся	мода	с	положительной	(отрицатель-

ной)	 групповой	 скоростью,	 которой	 отвечает	 волновой	
вектор	b+	(	b–).	Центральная	составляющая	пространствен-
ного	спектра	третьего	(четвертого)	пучка	–	назад	распро-
страняющаяся	мода	также	с	положительной	(отрицатель-
ной)	 групповой	 скоростью,	 которой	 отвечает	 волновой	
вектор	–	b+	(	–	b–).	

В	параксиальном	приближении	у-компоненту	вектора	
электрической	напряженности	общего	светового	поля,	яв-
ляющегося	суперпозицией	четырех	внутримодовых	пуч-
ков,	можно	представить	в	следующем	виде:

( , , ) [ ( ) ( , ) ( )exp iE x y z I x C y z zin
f

y bY= -+ + +

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )exp expi ix C y z z x C y z zb fb bY Y+ + -+ + + - - -

( ) ( , ) ( )] . .,exp i c cx C y z zb bY+ +- - - 	 (1)

где	 Iin	 –	 максимальная	 интенсивность	 светового	 поля	 в	
волноводе;	 ( )xY+ 	и	 ( )xY- 	–	безразмерные	функции,	опи-
сывающие	пространственное	распределение	поля	моды	в	
направлении	нормали	к	пленке	(рис.1)	для	мод	с	положи-
тельной	(знак	«+»)	и	отрицательной	(знак	«–»)	групповы-
ми	скоростями	[69,	70];	b+	и	b–	–	постоянные	распростра-
нения	мод;	 ( , )C y z,

,f b
+ - 	–	безразмерные	функции,	описываю-

щие	 пространственное	 распределение	 огибающей	 поля	
световых	пучков	в	плоскости	пленки	(зависимость	по	оси	
z	–	медленная,	по	оси	y	–	быстрая);	верхние	индексы	f	и	b	
относятся	к	вперед	и	назад	распространяющимся	модам	
соответственно.

Используя	 стандартную	процедуру	метода	медленно	
меняющихся	амплитуд	и	пренебрегая	процессами,	не	удо-
влетворяющими	условиям	фазового	синхронизма	[12,	13,	
45,	72	–	79],	из	уравнений	Максвелла	можно	получить	сле-
дующие	 уравнения,	 описывающие	 взаимодействие	 рас-
сматриваемых	 внутримомодовых	 пучков	 в	 параксиаль-
ном	приближении:	
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Рис.1.	 Трехслойный	планарный	волновод	на	основе	левоориенти-
рованной	 пленки	 и	 правоориентированной	 покровной	 среды	 и	
подложки	с	эффектом	Керра.
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где	h =	 (	b+|g|/2)1/2y	 и	 z = |g|z/2	 –	 нормированные	 ко-
ординаты;	signn2s	–	знак	коэффициента	Керра	подложки;	
db = b+/b–;	аналогично	работе	[71]	введены	коэффициенты
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l	–	длина	волны	света	в	вакууме;	n+ = b+l/2p	–	эффектив-
ный	 показатель	 преломления	 моды	 с	 положительной	
групповой	 скоростью;	c3s	 –	 нелинейная	оптическая	 вос-
приимчивость	подложки;	m(x)	–	зависимость	относитель-
ной	магнитной	проницаемости	волновода	вдоль	нормали	
к	его	плоскости	(рис.1).	Отрицательное	значение	интегра-
ла	под	знаком	модуля	в	формуле	для	N–	учтено	непосред-
ственно	в	уравнениях	(4)	и	(5).

Система	уравнений	(2)	–	(5)	является	системой	связан-
ных	нелинейных	уравнений	Шредингера	(НУШ).	В	случае	
распространения	 в	 волноводе	 только	 одного	 внутримо-
дового	пучка	(например	с	отличной	от	нуля	огибающей	
C 0f !+ 	 при	 условии	 C b+  º C ,f b

-  º 0 )	 соответствующее	
уравнение	 (например	 уравнение	 (2))	 –	 обычное	 НУШ	
[5	–	38].	При	распространении	только	двух	пучков	(напри-
мер	с	огибающими	C 0f !+ 	и	 0C f !- 	при	C b+  º C b-  º 0 )	со-
ответствующие	 два	 уравнения	 (например	 (2)	 и	 (4))	 ана-
логичны	 системе	 двух	 связанных	 НУШ	 [12,	13,	39	–	48].	
Распростра	нение	трех	и	более	пучков	описывается	тремя	
и	 более	 связанными	 НУШ	 [12,	13,	45,	79	–	81]	 (например	
уравнениями	(2)	–	(4)	при	условиях	C 0f !+ ,	 0C b !+ 	и	 0C f !-  
при C b-  º 0 ),	получающимися	из	системы	(2)	–	(5)	прирав-
ниванием	к	нулю	огибающей	отсутствующего	пучка.

Отметим,	 что	 в	 рассматриваемом	 случае	 взаимодей-
ствие	четырех	мод	обусловлено	не	только	фазовой	само-	
и	кроссмодуляцией	[12,	13,	79	–	81],	вклад	которых	описы-
вается	 первыми	 четырьмя	 нелинейными	 слагаемыми	 в	
уравнениях	 (2)	–	(5),	 но	 и	 параметрическим	 смешением	
[12,	13,	45,	77,	78],	чей	вклад	описывается	последним	нели-
нейным	слагаемым	в	уравнениях	 (2)	–	(5).	При	этом	рас-
пространение	только	одной,	двух	или	трех	мод	не	сопро-
вождается	 таким	 смешением.	 В	 пренебрежении	 произ-

водными	по	y-координате	уравнения	(2)	–	(5)	описывают	
взаимодействие	не	ограниченных	в	плоскости	волновода	
мод,	анализ	которого	выполнен	в	работе	[71],	где	показа-
но,	что	вклад	пространственно-параметрического	смеше-
ния	мод	приводит	к	эффективному	энергообмену	между	
ними.

Знаки	перед	нелинейными	членами	в	уравнениях	(2)	и	
(3)	с	эволюционными	производными	огибающих	пучков,	
образованных	модами	с	положительной	групповой	ско-
ростью,	 противоположны	 знакам	 перед	 аналогичными	
нелинейными	членами	в	уравнениях	(4)	и	(5)	с	эволюци-
онными	 производными	 огибающих	 пучков,	 образован-
ных	модами	с	отрицательной	групповой	скоростью.	Эти	
знаки	определяется	знаком	нелинейного	оптического	ко-
эффициента	 подложки	 n2s.	 В	 случае	 распространения	
одного	 пучка	 с	 положительной	 групповой	 скоростью	и	
огибающей	C f+ 	 (или	C

b
+ )	 из	 уравнения	 (2)	 (или	 (3))	 при	

условиях	C b+  º C ,f b
-  º 0 	(или	C f+º C ,f b

-  º 0 )	следует,	что	
положительный	 коэффициент	 n2s	 соответствует	 фокуси-
рующей	керровской	нелинейности	[31	–	38],	а	отрицатель-
ный	–	дефокусирующей.	В	случае	распространения	пучка	
с	отрицательной	групповой	скоростью	и	огибающей	C f-  
(или	C b- )	из	уравнения	(4)	 (или	(5))	при	условиях	C

b
-  º 

C ,f b
+  º 0 (или	C f-º C ,f b

+  º 0 )	следует,	что,	наоборот,	поло-
жительный	коэффициент	n2s	соответствует	дефокусирую-
щей	керровской	нелинейности,	а	отрицательный	–	фоку-
сирующей.

Эффективность	нелинейных	процессов,	описываемых	
НУШ	(2)	–	(5),	определяется	величиной	постоянной	связи,	
которая	 для	 волноводов	 со	 специально	 легированной	
стеклянной	 подложкой	 с	 высоким	 коэффициентом	 n2s 
(10–19	м2/Вт	 [77,	78])	может	при	интенсивности	 света	 по-
рядка	1015	Вт/м2	достигать	нескольких	десятков	обратных	
сантиметров	 [71],	 что	 соответствует	 субмиллиметровой	
эффективной	длине	взаимодействия	волноводных	мод.

3. Фазовая само- и кроссмодуляция 
волноводных мод

Связанные	НУШ,	анализ	которых	выполнен	в	рабо-
тах	[5	–	13],	имеют	элементарное	решение	в	виде	плоских	
волн	с	линейным	по	эволюционной	координате	фазовым	
набегом,	пропорциональным	интенсивностям	волн.	Ана-
лиз	формирования	модуляционной	неустойчивости	этих	
волн	определяет	возможность	формирования	различных	
типов	солитонов	огибающей	[10	–	13,	22,	27,	42,	47,	60].

В	 данном	 случае	 аналогом	 решения	 в	 виде	 плоских	
волн	является	решение,	отвечающее	распространению	в	
рассматриваемом	планарном	волноводе	четырех	мод,	не	
ограниченных	 в	 плоскости	 волновода.	 Такое	 решение	
связанных	НУШ	(2)	–	(5)	можно	представить	в	виде

( /2),exp iC b, , ,
f f f" zY=+ - + - + -  

(9)
( /2),exp iC b, , ,

b b b! zY=+ - + - + -

где	нормированные	возмущения	постоянных	распростра-
нения,	описывающие	фазовую	само-	и	кроссмодуляцию,	
должны	удовлетворять	соотношению

b b b b nf b f b p- + - =+ + - - 	 (10)

и	следующим	образом	выражаться	через	амплитуды	мод:
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/2 ( ) 2( ) 2 ( ) ( )signb n g, , ,f b
s

f b b f f b
2

2 2 2 2Y Y Y Y= + + ++ + + - -7 A#

 +( ) / ,g1 2 , ,b f f b f bn Y Y Y Y- + - - +_ i- 	 (11)

/2 ( ) ( ) ( ) ( )signb n g g2 2, , ,f b
s

f b f b b f
2

2 2
1

2 2Y Y Y Y= + + +- + + - -7 7A A

 ( 1) 2 / ,g , ,f b b f f bn Y Y Y Y+ - + + - -_ i 	 (12)

где	n	–	целое	число.	Соотношение	(10)	приводит	к	усло-
вию	связи	между	нормированными	амплитудами	мод,	ко-
торое	можно	представить	в	виде	

( ) ( ) ( )g1 1 2 f b

f b
f bn 2 2

Y Y

Y Y
Y Y+ - -

+ +

- -
+ +< 7F A

 ( ) ( ) ( ) .g g n1 2 f b

f b
f bn

1
2 2 p

Y Y

Y Y
Y Y+ + - - =

- -

+ +
- -< 7F A 	 (13)

Согласование	амплитуд	четырех	мод,	задаваемое	со-
отношением	 (13),	 непосредственно	 связано	 со	 вкладом	
пространственно-параметрического	смешения,	которому	
соответствуют	последние	нелинейные	слагаемые	в	урав-
нениях	(2)	–	(5).	В	случае	распространения	в	рассматрива-
емом	волноводе	любых	трех,	двух	или	одной	моды	такое	
согласование	отсутствует,	а	возмущения	постоянных	рас-
пространения	описываются	выражениями	(11)	и	(12)	по-
сле	приравнивания	к	нулю	амплитуд	отсутствующих	мод.

4. Модуляционная неустойчивость 
одной моды

Как	 известно,	 плосковолновое	 решение,	 которому	 в	
данном	 случае	 отвечает	 формула	 (9),	 может	 быть	 не-
устойчиво	или	устойчиво	относительно	малых	аддитив-
ных	 возмущений	 вида	 aexp[i(Kz + Qh)]	 +	 bexp[–	i(Kz + 
Qh)]	амплитуды	Y .	Аналогично	случаю	распространения	
в	 керровской	 среде	 одной	 монохроматической	 волны	 c	
постоянной	амплитудой	 [5	–	13]	модуляционная	неустой-
чивость	 одной	 волноводной	 моды	 (отвечающая	 ком-
плексным	значениям	продольного	волнового	числа	воз-
мущений	K)	с	положительной	групповой	скоростью,	на-
пример	с	амплитудным	коэффициентом	 0,

f f bY Y Y= =+ - + -_ i 
или	 0,

b f bY Y Y= =+ + - -_ i,	возможна	только	при	положитель-
ном	коэффициенте	Керра	подложки,	n2s	>	0,	если	ампли-
туда	моды	удовлетворяет	пороговому	условию	 ( ), 2f bY+  > 
Q2/4,	определяемому	величиной	поперечного	волнового	
числа	Q.	Модуляционная	неустойчивость	моды	с	отрица-
тельной	 групповой	 скоростью,	 например	 с	 амплитудой		

0,
f f bY Y Y= =- + + -_ i	 или	 0,

b f bY Y Y= =- + - +_ i,	 возможна,	 нао-
борот,	только	при	отрицательном	коэффициенте,	n2s	<	0,	
если	выполняется	условие	 ( ),f b 2Y-  >	 (dbQ2)/(4g1),	которое	
сводится	 к	 предыдущему	 соответствующей	 перенорми-
ровкой	координат	 ( ( / )g /

1
1 2h d h= bl 	и	 g1z z=l )	в	уравнении	

(4)	или	(5).
Для	всех	случаев	распространения	только	одной	моды	

дисперсионные	зависимости	инкремента	нарастания	ам-
плитудных	возмущений	 ImK	 от	поперечного	 волнового	
числа	 Q	 аналогичны	 обсуждаемым	 в	 работах	 [10	–	38].	
Этот	инкремент	отличен	от	нуля	в	диапазоне	0	< |Q| < 
2 ,f bY+  и	 достигает	 максимального	 значения	 ImKmax = 
( ),f b 2Y+  при	Q = .2 ,f bY+ 	 В	 размерных	 единицах	макси-
мальный	инкремент	нарастания	возмущений	имеет	поря-
док	величины	постоянной	связи	|g|,	которая	для	приня-

тых	выше	параметров	составляет	несколько	десятков	об-
ратных	сантиметров.	Это	согласуется	с	длиной	мелкомас-
штабной	самофокусировки	1/|g| » 10–2	см,	используемой	
при	обсуждении	результатов	анализа	модуляционной	не-
устойчивости	направляемых	мод	 тонкой	правоориенти-
рованной	пленки	на	нелинейной	подложке,	выполненно-
го	в	работе	[20].	Отметим,	что	точное	аналитическое	опи-
сание	нелинейной	эволюции	модуляционной	неустойчи-
вости	 плоской	 волны	 в	 правоориентированных	 средах,	
полученное	 в	 работах	 [11,	35],	 демонстрирует	 периодич-
ность	ее	развития	вдоль	продольной	координаты.

5. Модуляционная неустойчивость в случае 
двух встречно распространяющихся мод  
c положительными либо отрицательными 
групповыми скоростями

В	этом	случае	существуют	два	варианта.	Первый	со-
ответствует	встречному	распространению	двух	мод	с	по-
ложительной	групповой	скоростью	( 0f !Y+ 	и	 0b !Y+ 	при	

0f bY Y= =- - ),	 а	 второй	 –	 встречному	распространению	
двух	мод	с	отрицательной	групповой	скоростью	( 0f !Y-  
и	 0b !Y- 	при	 0f bY Y= =+ + ).

Следуя	 методике	 линейного	 анализа	 устойчивости	
[10	–	62],	 рассмотрим	 аддитивные	 возмущения	 амплитуд-
ных	коэффициентов	волноводных	мод	 down

upY 	(up	и	down	–	
соответствующие	 рассматриваемому	 случаю	 верхние	 и	
нижние	индексы	в	(9))	вида

( , ) [ ( )]exp iu a K Qdown
up

down
uph z z h= +

 [ ( )] .exp ib K Qdown
up z h+ - + 	 (14)

После	линеаризации	относительно	амплитуд	возмущений	
adown
up 	и	bdown

up 	уравнений	(2)	и	(3)	((4)	и	(5)),	описывающих	
в	первом	(втором)	варианте	при	условиях	C f-  º C b-  º 0  
(C f+  º C b+  º 0 )	 распространение	мод	 только	 с	 положи-
тельной	(отрицательной)	групповой	скоростью,	нетрудно	
получить	биквадратное	уравнение	для	продольного	вол-
нового	числа	K.	Его	решение	можно	представить	в	виде

( ) ( )signK
Q

Q
n2

2, 2s
f b

1 2
2

2

2
2 2" Y Y= +! !7 A

 ( ) ( ) ( ) ,14f f b b4 2 4" Y Y Y Y+ +! ! ! ! 	 (15)

где	верхний	знак	перед	функцией	signn2s	отвечает	перво-
му	варианту,	а	нижний	–	второму.	При	этом	для	обоих	ва-
риантов	верхний	и	нижний	знаки	перед	квадратным	кор-
нем	отвечают	первому,	 K1

2 ,	 и	 второму,	 K2
2 ,	 корням	би-

квадратного	уравнения	соответственно.
Отметим,	что	отсутствие	параметров	db	и	g1	в	послед-

ней	формуле,	присутствующих	в	упрощенных	для	второ-
го	варианта	НУШ	(4)	и	 (5),	 связано	с	допустимой	пере-
нормировкой	координат	( ( / )g1

1/2h d h= bl 	и	 g1z z=l ),	никак	
не	сказывающейся	на	наличии	или	отсутствии	модуляци-
онной	неустойчивости	в	этом	варианте	распространения	
мод.

Из	соотношения	(15)	следует,	что	модуляционная	не-
устойчивость,	которой	отвечают	комплексные	 значения	
продольного	волнового	числа	возмущений	K,	возможна	
для	обоих	вариантов	при	любом	знаке	коэффициента	n2s,	
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если	выполнено	следующее	условие	для	амплитудных	ко-
эффициентов:

( ) ( ) ] ( )12
/f b f b2 2 2 2 1 2Y Y Y Y+ +! ! ! !7# -

 ( ) ( )signn f b
s2

2 2! Y Y+! !7 A > 
Q
2

2

.	 (16)

Это	 условие	 связывает	 интенсивности	 мод,	 пропорцио-
нальные	 квадратам	 амплитудных	 коэффициентов,	 с	 по-
перечным	 волновым	 числом	 амплитудных	 возмущений,	
так	же	как	и	в	случае	распространения	в	пленке	только	
одной	моды.

Дисперсионные	 зависимости	 нормированного	 ин-
кремента	усиления	возмущений	 ( / )Im K fk Y= + 	от	норми-
рованного	 поперечного	 волнового	 числа	 возмущений	

/ ,q Q fY= + 	характеризующие	наличие	модуляционной	не-
устойчивости	 двух	 встречно	 распространяющихся	 мод	
тонкой	левоориентированной	пленки	с	положительными	
групповыми	 скоростями	при	положительном,	n2s	 >	 0,	 и	
отрицательном,	n2s	<	0,	коэффициентах	Керра	подложки	
показаны	на	рис.2	сплошными	и	штриховыми	кривыми	
соответственно	для	различных	отношений	амплитудных	
коэффициентов	мод	dT.	В	данном	случае	инкремент	на-
растания	 неустойчивости	 больше	 для	 положительного	
коэффициента	n2s.	При	этом	инкремент	для	n2s	>	0	и	dT = 0 
равен	инкременту	для	n2s	<	0	и	dT = 1.	Очевидно,	что	в	
случае	двух	встречно	распространяющихся	мод	с	отрица-
тельными	 групповыми	 скоростями	 сплошные	 (штрихо-
вые)	 кривые	 будут	 отвечать,	 наоборот,	 отрицательному	
(положительному)	коэффициенту	Керра.	Таким	образом,	
условия	 развития	 модуляционной	 неустойчивости	 двух	
мод	с	отрицательной	групповой	скоростью	являются	ин-
вертированными	по	отношению	к	условиям	ее	развития	
для	двух	мод	с	положительной	групповой	скоростью.

Из	рис.2	и	формулы	(16)	следует,	что	и	в	первом	и	во	
втором	 варианте	 условие	 модуляционной	 неустойчиво-
сти	выполняется	при	меньшей	суммарной	интенсивности	
мод	для	того	знака	коэффициента	Керра	подложки,	для	

которого	оно	может	быть	выполнено	при	распростране-
нии	в	волноводе	только	одной	моды.

6. Модуляционная неустойчивость 
в случае попутно распространяющихся мод 
с противоположными знаками 
групповых скоростей

Этот	случай	соответствует	вперед	или	назад	распро-
страняющимся	 модам,	 одна	 из	 которых	 имеет	 положи-
тельную	групповую	скорость,	а	другая	–	отрицательную,	
например	 вперед	 распространяющимся	 модам	 с	 проти-
воположными	 знаками	 групповых	 скоростей	 ( 0f !Y+ ,	

0f !Y- 	и	 0b bY Y= =+ - ).	Аналогично	предыдущему	случаю	
(разд.5)	 соотношение	 для	 квадрата	 продольного	 волно-
вого	 числа	 амплитудных	 возмущений	 (см.	 (15))	 мод	 не-
трудно	получить	из	НУШ	(2)	и	 (4)	при	условиях	C b+  º 
C b-  º 0 	после	их	линеаризации	относительно	амплитуд	
возмущений	adown

up 	и	bdown
up 	в	следующем	виде:
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f f
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где	 верхний	 и	 нижний	 знаки	 перед	 квадратным	 корнем	
отвечают	 первому	 и	 второму	 корням	 биквадратного	
уравнения	соответственно.	

Как	 следует	 из	 последнего	 соотношения,	 для	приня-
тых	 условий	 наличие	 модуляционной	 неустойчивости	
определяется	не	только	интенсивностями	мод	и	попереч-
ным	волновым	числом	Q,	но	и	отношением	постоянных	
распространения	волноводных	мод	db,	а	также	парамет-
рами	g	и	g1,	описывающими	влияние	различия	простран-
ственных	 распределений	 мод	 на	 их	 перекрытие	 в	 нели-
нейной	подложке	(ср.	с	(15)).

Вблизи	 частоты,	 соответствующей	 нулю	 групповой	
скорости,	величины	db,	g	и	g1	близки	к	единице	(g1 < g < 
db <	1)	 [71,	82].	Из	формулы	(15)	следует,	что	небольшое	
отклонение	коэффициентов	g	и	g1	от	единицы	приводит	
только	к	малозаметным	количественным	изменениям	за-
висимостей	продольного	волнового	числа	K	от	попереч-
ного	числа	Q.	В	то	же	время	даже	небольшое	отклонение	
от	 единицы	 отношения	 постоянных	 распространения	
волноводных	мод	db	может	 значительно	изменить	каче-
ственный	характер	этих	зависимостей.	Отметим,	что	при	
db = g1 = g =1	подкоренное	выражение	в	формуле	(17)	мо-
жет	 принимать	 отрицательные	 значения,	 в	 отличие	 от	
подкоренного	выражения	в	формуле	(15),	которое	всегда	
положительно.

В	пренебрежении	различием	постоянных	распростра-
нения	мод	справедливо	строгое	равенство	db =	1,	при	со-
блюдении	 которого	 волновое	 число	K	 будет	 комплекс-
ным	для	любого	вещественного	Q	и	любого	знака	коэф-
фициента	Керра	подложки	n2s,	если	выполняется	условие	

2 3-  » (2g/g1)	–	 ( / )g g2 11
2 -  < dT < (2g/g1)	+

Рис.2.	 Дисперсионные	 зависимости	 инкремента	 нарастания	 k(q)	
модуляционной	 неустойчивости	 двух	 встречно	 распространяю-
щихся	мод	тонкой	левоориентированной	пленки	с	положительны-
ми	групповыми	скоростями	для	положительного	(n2s	>	0,	сплош-
ные	кривые)	и	отрицательного	(n2s	<	0,	штриховые)	коэффициен-
тов	Керра	подложки	при	различных	отношениях	амплитудных	ко-
эффициентов	мод	dT.	Кривая	для	n2s	>	0	и	dT =	0	сливается	с	кри-
вой	для	n2s	<	0	и	dT = 1.
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+ ( / )g g2 11
2 -  » 2 ,3+  (18)

накладывемое	на	отношение	амплитудных	коэффициен-
тов	 dT = /f fY Y- + .	 Зависимости	 нормированного	 инкре-
мента	усиления	возмущений	k	от	нормированного	попе-
речного	 волнового	 числа	 возмущений	q,	 характеризую-
щие	наличие	модуляционной	неустойчивости	для	n2s	>	0,	
g1 = g =	1,	показаны	на	рис.3,а.	Поскольку	при	db = g1 = 
g =	1	подкоренное	выражение	в	формуле	(17)	может	при-
нимать	отрицательные	значения	независимо	от	величины	
поперечного	волнового	числа,	то	в	данном	случае	отсут-
ствует	пороговое	условие	(аналогичное	неравенству	(16)),	
накладываемое	на	интенсивности	мод	и	величину	попе-
речного	волнового	числа.	При	этом	инкремент	k	увели-
чивается	с	ростом	отношения	dT	в	рассматриваемом	диа-
пазоне.

Если	же	при	db =	1	отношение	интенсивностей	dT	ле-
жит	в	диапазоне	0	< dT < (2g/g1)	–	 ( / )g g2 11

2 -  » 2 ,3-  
то	модуляционная	неустойчивость	также	реализуется	при	
выполнении	порогового	условия,	которое	для	обоих	зна-
ков	коэффициента	n2s	может	быть	представлено	в	виде

( ) ( ) ( ) ( )g g g2 8
/f f f f4 2

1
2

1
2 2 1 2Y Y Y Y- - ++ + - -7 A

 ( ) ( ) .signn
Q
2

f f
s2

2 2
2

2Y Y+ -+ -7 A 	 (19)

На	рис.3,б	представлены	дисперсионные	зависимости	k(q)	
для	 величин	 dT	 из	 последнего	 диапазона.	 Характерно,	
что	в	этом	случае,	в	отличие	от	случая,	соответствующего	
рис.3,а,	 инкремент	 k,	 наоборот,	 уменьшается	 с	 ростом	
отношения	dT.	Если	величина	dT	удовлетворяет	неравен-
ству	dT > (2g/g1)	+	 ( / )g g2 11

2 -  » 2 ,3+ 	то	моды,	рас-
пространяющиеся	 в	 пленке	 с	 противоположными	 нап-
равлениями	групповых	скоростей,	не	подвержены	моду-
ляционной	неустойчивости.

На	рис.3,в	и	г	приведены	зависимости	k(q),	рассчитан-
ные	для	параметров	g1 = g	=	1	(в	пренебрежении	различи-
ем	 пространственных	 распределений	 мод)	 и	 отношения	
db	 =	 0.99,	 учитывающего	 небольшое	 различие	 постоян-
ных	распространения	вперед	распространяющихся	мод	с	
противоположными	 направлениями	 групповых	 скоро-
стей	на	частоте	вблизи	нуля	групповой	скорости	[69	–	71,	
82].	Из	сравнения	кривых	на	рис.3,а	и	в	при	одинаковой	
величине	dT =	0.4	следует,	что	при	отклонении	от	едини-
цы	отношения	db	диапазон	значений	поперечного	волно-
вого	числа,	при	котором	развивается	модуляционная	не-
устойчивость,	 становится	 конечным.	 Другое	 качествен-
ное	изменение	зависимостей	k(q),	связанное	с	отклонени-
ем	от	единицы	отношения	db,	следует	из	сравнения	кри-
вых	на	рис.3,б	и	в	при	dT =	0.22.	Это	отклонение	приво-
дит	к	 тому,	 что	 с	ростом	поперечного	волнового	числа	
появляется	еще	одна	область,	где	развивается	модуляци-

Рис.3.	 Дисперсионные	зависимости	k(q),	характеризующие	модуляционную	неустойчивость	двух	вперед	распространяющихся	мод	тон-
кой	левоориентированной	пленки,	в	случае	противоположных	знаков	групповых	скоростей	мод	и	положительного	коэффициента	Керра	
подложки	для	db = g1 = g =	1	(a,	б)	и	db =	0.99,	g1 =	0.98,	g =	0.97	(в,	г)	при	различных	dT.
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онная	 неустойчивость.	 Еще	 одна	 качественная	 особен-
ность,	обусловленная	отклонением	от	единицы	отноше-
ния	db,	 заключается	 в	 наличии	 области	модуляционной	
неустойчивости	на	рис.3,г	при	отношении	амплитудных	
коэффициентов	dT =	 4,	 для	 которого,	 как	 указывалось	
выше,	при	строгом	равенстве	db =	1	модуляционная	не-
устойчивость	отсутствует.

Отметим,	 что	 наличие	модуляционной	 неустойчиво-
сти	при	встречном	распространении	двух	мод,	одна	из	
которых	 имеет	 положительную	 групповую	 скорость,	 а	
другая	 –	 отрицательную,	 следует	 из	НУШ	 (2)	 и	 (5)	 при	
условиях	C b+  º C f-  º 0 .	В	этом	случае	условия	развитя	
модуляционной	неустойчивости	полностью	аналогичны	
рассмотренным	в	данном	разделе.

7. Заключение

Таким	образом,	 наличие	модуляционной	неустойчи-
вости	 быстрых	 ТЕ	 мод	 тонкой	 левоориентированной	
пленки	на	правоориентированной	подложке	с	эффектом	
Керра	на	частоте	вблизи	нуля	их	групповой	скорости	мо-
жет	быть	установлено	на	основе	анализа	решений	четы-
рех	связанных	НУШ.	Решение	этих	уравнений,	аналогич-
ное	 плосковолновому	 решению	нелинейного	 волнового	
уравнения	для	объемной	среды,	может	быть	получено	в	
общем	случае	двух	вперед	распространяющихся	мод	с	по-
ложительной	и	отрицательной	групповыми	скоростями	и	
двух	 назад	 распространяющихся	 мод	 также	 с	 положи-
тельной	 и	 отрицательной	 групповыми	 скоростями.	 Од-
новременное	 распространение	 всех	 четырех	 волновод-
ных	мод	сопровождается	не	только	возмущением	их	по-
стоянных	распространения,	зависящих	от	интенсивностей	
мод,	но	и	требует	согласования	амплитудных	коэффици-
ентов	мод.	 Это	 требование	 непосредственно	 связано	 со	
вкладом	 пространственно-параметрического	 смешения,	
присутствующего	 при	 одновременном	 распространении	
всех	четырех	мод.	В	случае	распространения	любых	трех,	
двух	или	одной	моды	такое	согласование	отсутствует.

При	 распространении	 только	 одной	 моды	 ее	 моду-
ляционная	 неустойчивость	 возможна	 как	 при	 положи-
тельном	коэффициенте	Керра	подложки,	если	мода	имеет	
положительную	групповую	скорость,	так	и	при	отрица-
тельном	коэффициенте,	если	мода	имеет	отрицательную	
групповую	скорость.	В	обоих	случаях	условия	развития	
модуляционной	неустойчивости,	определяемые	по	нали-
чию	мнимой	 части	 у	 продольного	 волнового	 числа	 ам-
плитудных	возмущений	моды,	являются	одинаковыми	и	
связывают	интенсивность	моды	с	поперечным	волновым	
числом	 этих	 возмущений.	При	 заданной	интенсивности	
моды	 ее	 модуляционная	 неустойчивость	 возможна	 в	
ограниченном	интервале	поперечных	волновых	чисел.

На	частоте	вблизи	нуля	групповой	скорости	моды	су-
ществуют	 два	 варианта	 встречно	 распространяющихся	
мод	c	одинаковыми	знаками	групповых	скоростей.	Один	
из	них	соответствует	распространению	мод	c	положитель-
ными	групповыми	скоростями,	а	другой	–	c	отрицатель-
ными.	В	каждом	из	вариантов	модуляционная	неустойчи-
вость	может	развиваться	при	любом	знаке	коэффициента	
Керра	подложки.	При	этом	условия	ее	развития,	связыва-
ющие	 интенсивности	мод	 с	 поперечным	 волновым	чис-
лом	амплитудных	возмущений,	можно	считать	инверти-
рованными	по	отношению	друг	к	другу	по	своему	каче-
ственному	 характеру.	 Отметим,	 что	 в	 случае	 первого	
(второго)	варианта	развитие	модуляционной	неустойчи-

вости	для	положительного	 (отрицательного)	коэффици-
ента	Керра	возможно	при	меньшей	суммарной	интенсив-
ности	волноводных	мод,	чем	для	отрицательного	(поло-
жительного)	коэффициента.

В	случае	попутно	или	встречно	распространяющихся	
мод	с	противоположными	знаками	групповых	скоростей	
условия	 развития	модуляционной	 неустойчивости	 зави-
сят	не	только	от	интенсивностей	мод	и	поперечного	вол-
нового	числа	возмущений,	но	и	от	различия	в	постоян-
ных	 распространения	 волноводных	 мод.	 Это	 различие	
оказывает	сильное	влияние	на	дисперсионные	зависимо-
сти	продольного	волнового	числа	от	поперечного	и	мо-
жет	изменить	их	качественный	характер.	При	этом	моду-
ляционная	 неустойчивость	 может	 развиваться	 при	 лю-
бом	 знаке	 коэффициента	Керра	подложки	для	попереч-
ных	 волновых	 чисел	 возмущения	 либо	 из	 одной	 непре-
рывной	 области,	 либо	 из	 двух	 разделенных	 областей,	 в	
зависимости	от	отношения	амплитудных	коэффициентов	
мод.
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