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1. Введение

При некоторых заболеваниях в крови человека при-
сутствуют эритроциты, обладающие повышенной жест-
костью. Такие клетки плохо проходят через капилляры и 
затрудняют доставку кислорода к органам и тканям ор-
ганизма. В качестве примера можно назвать серповидно-
клеточную анемию [1], тропическую малярию [2], наслед-
ственный сфероцитоз [3]. Пониженная деформируемость 
эритроцитов может осложнять сахарный диабет, ишеми-
ческую болезнь сердца, нарушения мозгового кровообра-
щения и многие другие заболевания [4]. В связи с этим 
важной задачей являются измерения деформируемости 
эритроцитов [5, 6], а также анализ факторов, влияющих 
на эту характеристику клеток крови [7 – 9]. Фундаменталь
ные аспекты деформируемости эритроцитов можно изу-
чать с помощью методик, работающих с отдельными 
клетками крови, – это втягивание эритроцита в микро-
пипетку, атомная силовая микроскопия, лазерный пин-
цет [10]. Для медицинских приложений нужны методи-
ки, позволяющие быстро обрабатывать большие ансамб-
ли клеток. Одной из них является лазерная дифрактоме-
трия эритроцитов в сдвиговом потоке (эктацитометрия) 
[11 – 13].

Идея этого метода состоит в том, чтобы измерить де-
формацию клеток крови, находящихся в заданном поле 
сдвиговых напряжений. Сильно разбавленную суспензию 
эритроцитов заливают в зазор между стенками двух про-
зрачных коаксиальных стаканчиков, один из которых не-
подвижен, а другой может вращаться с заданной угловой 
скоростью (так называемая ячейка Куэтта). Вращение 

подвижного стаканчика создает в суспензии сдвиговые 
напряжения, которые деформируют эритроциты, вытяги-
вая их вдоль потока. Суспензию просвечивают лазерным 
пучком и наблюдают возникающую при этом картину 
рассеяния света – дифракционную картину.

На практике лазерную эктацитометрию эритроцитов 
применяют для диагностики и лечения серповидно-
клеточной анемии, малярии и других заболеваний, свя-
занных с нарушением деформируемости клеток крови. 
При этом ставится задача измерения не только средней 
деформируемости, но и характеристик распределения 
эритроцитов по деформируемости, в частности определе-
ния доли слабо деформируемых эритроцитов в исследуе-
мом образце крови [14]. Для решения этой задачи рас-
сматривались разные способы [15 – 18]. Нами предложе-
ны алгоритмы обработки данных лазерной эктацитоме-
трии, позволяющие измерять характеристики распреде-
ления эритроцитов по деформируемости, такие как ее 
среднее значение, ширина и асимметрия распределения 
[19 – 22]. Один из алгоритмов – алгоритм кривизны линии 
– предполагает измерение кривизны линии изоинтенсив-
ности (ЛИ) дифракционной картины. В настоящей рабо-
те обсуждается вопрос оптимизации данной процедуры с 
учетом конечной разрешающей способности системы ви-
деорегистрации лазерного эктацитометра. Для решения 
этой задачи мы вводим понятие полосовой точки ЛИ, 
определяя ее как одну из точек круга кривизны линии в 
условиях, когда сама линия определена не точно, а зада-
на в виде полосы конечной ширины.

2. Характеристики дифракционной картины

Следуя работам [19 – 22], мы моделируем эритроциты 
в сдвиговом потоке лазерного эктацитометра эллиптиче-
скими дисками с полуосями a и b. Учитывая неоднород-
ность ансамбля эритроцитов, считаем параметры a и b 
случайными величинами и описываем их формулами a = 
a0(1 + e), b = b0(1 – e), где a0 и b0 – средние размеры полу-
осей, а e – случайный параметр, среднее значение кото-
рого полагаем равным нулю, т. е. G He  = 0. Измеряемыми 
параметрами являются
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которые характеризуют соответственно среднюю дефор-
мируемость эритроцитов, ширину и асимметрию их рас-
пределения по деформируемости.

Распределение интенсивности света в дифракционной 
картине представим в виде [22]
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Здесь угловые скобки означают усреднение по ансамблю 
эритроцитов; Iu  = I/I0 – нормированная интенсивность; 
I – интенсивность света в данной точке дифракционной 
картины; I0 – интенсивность центрального дифракцион-
ного максимума; 

( , )x y z
k a x b y2 2 2 2x x= = + ;	 (3)

x, y – координаты точки дифракционной картины; k = 
2p/l – волновое число; l – длина волны лазерного излуче-
ния; z – расстояние от измерительного объема до экрана 
наблюдения;
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– функция Эйри; J1(x) – функция Бесселя первого поряд-
ка. Формулы (2) – (4) получены в приближении однократ-
ного рассеяния и аномальной дифракции; они описыва-
ют распределение интенсивности света в дальней зоне 
дифракции в области малых углов рассеяния и в той ча-
сти пространства, которая лежит за пределами прямого 
лазерного пучка. Подробный вывод формул (2) – (4) дан в 
наших работах [23 – 27].

Линией изоинтенсивности дифракционной картины 
называется линия на экране наблюдения, на которой ин-
тенсивность рассеянного света имеет некое постоянное 
значение:

I =u const.	 (5)

Уравнения (2) – (5) неявным образом определяют функ-
цию y = y(x) или x = x(y), описывающую форму линии 

изоинтенсивности. Эта линия симметрична относительно 
декартовых осей координат.

Примем, что форма ЛИ может быть измерена с помо-
щью лазерного эктацитометра. Однако результаты изме-
рения не будут очень точными ввиду конечного разре-
шения дифракционной картины. На практике линией 
изоинтенсивности называют совокупность точек диф-
ракционной картины, интенсивность света в которых 
лежит в малом интервале вблизи заданного значения: 

( , )I I x y I I0 0G G D+u u u u . Таким образом, ЛИ фактически 
представляет собой полосу малой, но конечной ширины 
(рис.1). Предельная ширина этой полосы определяется 
разрешающей способностью системы видеорегистрации 
лазерного эктацитометра.

Точки пересечения ЛИ с декартовыми осями коорди-
нат называются полярными точками; таких точек всего 
четыре. Однако в силу симметрии ЛИ достаточно рас-
смотреть две из них – верхнюю и правую полярные точ-
ки. Верхняя полярная точка имеет координаты x = 0, y = 
y(x = 0) = yp, а правая – y = 0, x = x(y = 0) = xp.

Для измерения характеристик распределения эритро-
цитов по деформируемости мы предлагаем алгоритм, 
основанный на измерении кривизны ЛИ в ее полярных 
точках [22]. Входными параметрами для этого алгоритма 
являются безразмерные величины, определяемые форму-
лами
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Измерение C1 и C2 осложняется тем, что на практике ЛИ 
представляет собой полосу конечной ширины. Это об-
стоятельство снижает точность, с которой могут быть 
определены параметры кривизны ЛИ, а вместе с ними и 
искомые характеристики деформируемости эритроци-
тов.

3. Алгоритм полосовой точки

В работе [28] нами предложен способ измерения кри-
визны ЛИ, основанный на понятии полосовой точки. 
Полосовой точкой мы называем одну из точек круга кри-
визны кривой в условиях, когда эта кривая задана в виде 
полосы конечной ширины. Рассмотрим алгоритм поло-
совой точки на примере верхней полярной точки ЛИ. 
Параметр кривизны ЛИ в ее верхней полярной точке 
определяется как

C x
y

y
y

2 12
2

2p

p
= - .	 (6)

Рис.1.  Дифракционная картина (а), линия изоинтенсивности (б) и тонкая структура этой линии вблизи ее верхней полярной точки (в); ∆y – 
вертикальный размер одного пикселя дифракционной картины.
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Здесь x2 и y2 = y(x2) – координаты полосовой точки, при-
чем

x x y
y

22 p
p

4
D

= ,	 (7)

где ∆y – ширина ЛИ. Погрешность измерения параметра 
C2 по формуле (6) не превышает 

C y
y

2
p

d
D

= .	 (8)

Видно, что эта погрешность возрастает с увеличением 
ширины линии ∆y. Минимально возможная ее ширина 
∆ymin определяется разрешающей способностью системы 
видеорегистрации лазерного эктацитометра, а именно: 
∆ymin = yp/Ny, где Ny – число пикселей в дифракционной 
картине на участке от центра картины до верхней поляр-
ной точки ЛИ. Минимальная погрешность измерения 
кривизны ЛИ dC2 = 1/ Ny . Например, если Ny = 104, то 
dC2 = 1 %. Полярные и полосовые точки линии изоинтен-
сивности показаны на рис.2.

Оценки, приведенные в работе [28], следует рассма-
тривать как приближенные, поскольку они получены на 
основе приближенной формулы для кривизны ЛИ. Более 
точные данные можно получить на основе численных 
расчетов. Цель настоящей работы – проверка и уточне-
ние алгоритма полосовой точки, предложенного в [28]. В 
частности, в уточнении нуждается формула (7) для коор-
динаты полосовой точки.

Следуя работе [22], введем параметр c0 = a b0 0  и нор-
мированные координаты

,U s z
k c x V

s z
k c y1

0 0= = .	 (9)

Здесь параметр s определяется формулой (1). В этих коор-
динатах с учетом (3) x приобретает следующий вид:

( ) ( )U V1 12 2 2 2x e e= + + - .	 (10)

Формулы (2), (5) и (10) неявным образом определяют 
функцию V = V(U) или U = U(V ), описывающую форму 
ЛИ. Параметр кривизны ЛИ вблизи ее верхней полярной 
точки записывается как

( ) ( )C s V V0 02 = m .

Используя алгоритм полосовой точки, этот параметр 
можно вычислить по формуле

C sU
V

V
V
2 12

2

2p

p
= - .	 (11)

Для проведения численных расчетов нужно выбрать 
конкретную модель ансамбля эритроцитов в сдвиговом 
потоке лазерного эктацитометра. Одной из простейших 
является модель бимодального ансамбля, который содер-
жит клетки всего двух типов (жесткие и мягкие эритроци-
ты). Пусть клетки первого типа характеризуются аспект-
ным отношением s1 = a1/b1, а второго типа – аспектным 
отношением s2 = a2/b2. Долю клеток первого типа в ан-
самбле обозначим как p. Не ограничивая общности, бу-
дем считать, что s1 < s2. В этой модели параметры формы 
эритроцитов e1 и e2 согласно [19] принимают вид

, .s s
s s

s s
s s

1
1

2
1 2

2e e= +
-

= +
-

	 (12)

Здесь

, ( )s M M s s M s s p 2
12

1 2 1 2= + + = - -a k.	 (13)

Распределение интенсивности света в дифракционной 
картине описывается выражением
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1 1 1
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где

( ) ( )U V1 11 1
2 2

1
2 2x e e= + + - ,

( ) ( )U V1 1 22 2
2 2 2 2x e e= + + - .	

(15)

При выполнении условия (5) по формулам (14) и (15) на-
ходим ЛИ.

Координата верхней полярной точки этой линии Vp = 
V(U = 0) определяется уравнением

(1 ) [(1 ) ] (1 )(1 ) [(1 ) ]I p G V p G Vp p1
2 2

1 2
2 2

2e e e e= - - + - - -u

	 [ (1 ) (1 )(1 ) ]p p 1
1
2 2

2
2 2e e# - + - - - ,	 (16)

а координата правой полярной точки Up = U(V = 0) – 
уравнением

(1 ) [(1 ) ] (1 )(1 ) [(1 ) ]I p G U p G Up p1
2 2

1 2
2 2

2e e e e= - + + - - +u

	 [ (1 ) (1 )(1 ) ]p p 1
1
2 2

2
2 2e e# - + - - - .	 (17)

Уравнение для координаты верхней полосовой точкиРис.2.  Полярные и полосовые точки на линии изоинтенсивности.
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V2 = V(U2)	 (18)

имеет вид
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2
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( ) ( )U V1 12 2
2
2
2

2
2
2
2x e e= + + - .	

(20)

Трансцендентное уравнение (19) для координаты по-
лосовой точки V2 можно решить численно с любой точ-
ностью, выбирая достаточно малым шаг ∆V2 изменения 
координаты V2. Ограничим ∆V2 условием

V N
V

2
p

y
D = .	 (21)

Поступая таким образом, мы допускаем неточность в 
определении координаты полосовой точки с тем, чтобы 
учесть конечную ширину линии изоинтенсивности. Число 
Ny в (21) характеризует разрешение дифракционной кар-
тины и является параметром расчета. Другим параме-
тром расчета является координата полосовой точки U2 в 
формулах (11) и (20).

Результат расчета C2 мы сравниваем с точным значе-
нием этого параметра, которое находим по формулам 
[22]

[(1 ) ] [(1 ) ]
[(1 ) ] [(1 ) ]

C s h G V h G V
g G V g G V

2
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1 1
ex

p p

p p

V V

V V

1 2 2
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e e
e e

=
- + -

- + -

l l

l l
,	 (22)

g1V = (1 – e1)(1 + e1)4p,  g2V = (1 – e2)(1 + e2)4(1 – p),

h1V = (1 – e1)3(1 + e1)2p,  h2V = (1 – e2)3(1 + e2)2(1 – p).	

(23)

Функция ( )G xl  определяется как

( ) [ ( ) ( )] ( )d
dG G J J J8 23 0 1 1x x x

x x x x= = -l .	 (24)

Погрешность измерения кривизны ЛИ с помощью алго-
ритма полосовой точки находим по формуле

100 %C C
C C

ex

ex
2

2

2 2d =
-

.	 (25)

4. Проверка алгоритма 
в численном эксперименте

Процедура проверки алгоритма полосовой точки со-
стоит в следующем. Задавая параметры ансамбля эритро-
цитов s1, s2, p, находим характеристики этого ансамбля s, 
e1, e2 по формулам (12), (13). Затем по формулам (14), (15) 
находим распределение интенсивности света в дифракци-

онной картине, возникающей при рассеянии лазерного 
пучка на ансамбле эритроцитов. При выполнении условия 
(5) эти формулы описывают ЛИ, которая характеризует-
ся нормированной интенсивностью света Iu . Решая чис-
ленно уравнения (16) и (17), определяем координаты по-
лярных точек этой линии Vp и Up. Затем находим точное 
значение параметра кривизны ЛИ в ее верхней полярной 
точке C2ex по формулам (22) – (24).

Итак, точное значение параметра кривизны линии 
изоинтенсивности C2ex определено. Теперь находим зна-
чение параметра C2 с помощью алгоритма полосовой 
точки, принимая во внимание конечную ширину ЛИ. 
Ширину линии ∆V2 вблизи ее верхней полярной точки 
определяем по формуле (21). Выбираем координату верх-
ней полосовой точки U2 и находим вторую координату 
этой точки V2 численно по формулам (19), (20), изменяя 
величину V2 с шагом, равным ∆V2. При этом координата 
V2 определяется не точно, а с погрешностью, равной ши-
рине ЛИ. Полученные значения координат подставляем в 
формулу (11) и находим значение параметра кривизны 
ЛИ C2 в условиях, когда эта линия задана в виде полосы 
конечной ширины. Параметрами этого расчета являются 
величина Ny в формуле (21), характеризующая разреше-
ние дифракционной картины, а также нормированная ко-
ордината верхней полосовой точки U2/Up = x2/xp. После 
этого оцениваем погрешность алгоритма полосовой точ-
ки по формуле (25).

Результаты расчетов представлены на рис.3,а – д, на 
которых показана погрешность измерения параметра 
кривизны ЛИ в зависимости от ее ширины и выбора ко-
ординаты полосовой точки. По оси абсцисс отложено 
отношение координаты полосовой точки x2 к координа-
те полярной точки ЛИ xp, а по оси ординат – погреш-
ность измерения параметра кривизны линии в верхней 
полярной точке dC2, полученная с помощью алгоритма 
полосовой точки в условиях, когда ЛИ представляет со-
бой полосу конечной ширины. Ширина этой полосы 
определяется формулой (21). Прямая горизонтальная 
линия указывает уровень погрешности, равной 1 %. 
Найденную зависимость можно сравнить с приближен-
ной зависимостью, приведенной в работе [28] и выра-
женной формулой

2C N x
x

x
x

2
1 1 2

2
2

2
2
2

p

py
d = +d dn n> H

(показана на рисунке штриховой линией). Данные, пред-
ставленные на рис.3, относятся к верхней полосовой точ-
ке ЛИ. Аналогичные результаты были получены и для 
правой полосовой точки. 

Более полно результаты расчетов представлены в 
табл.1; были использованы следующие обозначения: s1 
– аспектное отношение для первой компоненты ансам-
бля эритроцитов, s2 – аспектное отношение для второй 
компоненты ансамбля эритроцитов, p – доля частиц 
первого типа в ансамбле, Nx – разрешение системы ви-
деорегистрации лазерного эктацитометра по горизон-
тальной оси, y1 – вертикальная координата правой по-
лосовой точки ЛИ, x2 – горизонтальная координата 
верхней полосовой точки, xp – координата правой по-
лярной точки ЛИ, yp – координата верхней полярной 
точки (эти точки показаны на рис.2), dC1 – погреш-
ность измерения параметра кривизны ЛИ в правой по-
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лярной точке, dC2 – погрешность измерения параме-
тра кривизны ЛИ в верхней полярной точке. Во всех 
случаях мы полагали одинаковым разрешение систе-
мы видеорегистрации по горизонтальной и верти-
кальной осям, т. е. Nx = Ny; уровень интенсивности 
света на ЛИ Iu  = 0.05.

5. Обсуждение результатов и выводы

Численные эксперименты, проведенные на модели би-
модального ансамбля эритроцитов, показывают, что для 
типичных экспериментальных условий с помощью алго-
ритма полосовой точки можно измерить параметры кри-
визны ЛИ с погрешностью, не превышающей 1 % (см. 
рис.3 и табл.1). При этом, как правило, достаточно иметь  
разрешающую способность лазерного эктацитометра, ха
рактеризуемую числами Nx = Ny = 2000. Лишь в отдель-
ных случаях для достижения такой точности измерений 
требуется разрешение на уровне Nx = Ny = 5000. Таким 
образом, при условии хорошего качества дифракцион-
ной картины алгоритм полосовой точки обеспечивает 
точность, достаточную для практических приложений.

Анализ полученных данных позволяет сделать вывод, 
что оптимальные значения координат полосовых точек 
определяются формулами

,y y x
x x y y

y
1 2p

p
p

p
4 4D D

= = .

Здесь xp и yp – координаты полярных точек, а ∆x, ∆y – ши-
рины линии изоинтенсивности вблизи полярных точек. 
Минимальные значения ∆x и ∆y определяются как

, ,x N
x

y N
yp p

x y
D D= =

где Nx и Ny – число пикселей в дифракционной картине 
по горизонтальной и вертикальной оси соответственно. 
В этом случае
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p p
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Например, если Nx = Ny = 2000, то y1 = 0.15yp и x2 = 
0.15xp.

6. Заключение

Рассмотрена задача измерения кривизны линий изо-
интенсивности дифракционных картин в лазерной экта-

Рис.3.  Погрешность измерения кривизны линии изоинтенсивно-
сти как функция координаты полосовой точки. Параметры расче-
та: s1 = 1, s2 = 2, p = 0.5, Iu  = 0.05, Nx = 104 (а); s1 = 1, s2 = 2, p = 
0.5, Iu  = 0.05, Nx = 5000 (б); s1 = 1, s2 = 2, p = 0.5, Iu  = 0.05, Nx = 
2000 (в); s1 = 1, s2 = 2, p = 0.5, Iu  = 0.05, Nx = 1000 (г); s1 = 1, s2 = 2, 
p = 0.5, Iu  = 0.05, Nx =500 (д).

Табл.1.  Результаты численных расчетов.

Параметры расчета
Координаты полосовых 
точек

s1 s2 p Nx

y1/yp x2/xp

(dC1 < 1 %) (dC2 < 1 %)

1.0 2.0 0.5 104 0.02 – 0.33 0.02 – 0.33

1.0 2.0 0.5 5000 0.06 – 0.33 0.06 – 0.33

1.0 2.0 0.5 2000 0.07 – 0.33 0.07 – 0.33

1.0 2.0 0.5 1000 0.13 – 0.33 0.13 – 0.33

1.0 2.2 0.5 2000 0.08 – 0.34 0.08 – 0.34

1.0 2.5 0.5 2000 0.09 – 0.17 0.09 – 0.17

1.5 3.0 0.5 2000 0.07 – 0.33 0.07 – 0.33

1.0 2.0 0.4 2000 0.09 – 0.18 0.09 – 0.61

1.0 2.0 0.3 5000 0.07 – 0.15 0.07 – 0.31

1.0 2.0 0.2 5000 0.07 – 0.15 0.06 – 0.29

1.0 2.0 0.1 5000 0.07 – 0.27 0.07 – 0.27

1.0 2.0 0.05 5000 0.07 – 0.56 0.07 – 0.26

1.0 2.0 0 5000 0.06 – 0.27 0.06 – 0.26



«Квантовая электроника», 51, № 4 (2021)	 С.Ю.Никитин, В.Д.Устинов, С.Д.Шишкин358

цитометрии эритроцитов. Эти параметры являются вход-
ными данными для алгоритма [22], который позволяет 
измерять характеристики деформируемости эритроцитов 
на основе данных лазерной эктацитометрии. Конечное 
разрешение дифракционной картины приводит к тому, 
что на практике ЛИ представляет собой полосу конечной 
ширины. Для измерения кривизны такой линии нами 
предложен алгоритм, основанный на понятии полосовой 
точки. Полосовой точкой мы называем одну из точек 
круга кривизны линии в условиях, когда сама эта линия 
определена не точно, а задана в виде полосы конечной 
ширины. Предлагаемый нами алгоритм измерения кри-
визны ЛИ дифракционной картины выражается форму-
лами
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где C1, C2 – параметры кривизны линии в ее полярных 
точках; xp, yp – координаты полярных точек; x1, y1 и x2, y2 
– координаты полосовых точек ЛИ (см. рис.2). Прибли
женные аналитические выражения для координат поло-
совых точек были получены нами в работе [28]. В настоя-
щей работе на основе данных численного эксперимента 
уточнены оценки и сделан вывод, что оптимальный вы-
бор координат полосовых точек определяется формула-
ми (26), где числа Nx и Ny характеризуют разрешающую 
способность системы видеорегистрации лазерного экта-
цитометра по двум осям координат.

Отметим, что для измерения кривизны линии изоин-
тенсивности с помощью алгоритма полосовой точки тре-
буется минимальный объем информации: координаты 
четырех полярных и восьми полосовых точек ЛИ. Это 
упрощает процедуру измерения характеристик деформи-
руемости эритроцитов на основе лазерной эктацитоме-
трии, предложенную в работе [22].
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