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1. Введение

Холодные атомы играют ключевую роль в современ-
ной атомной физике и являются основным инструментом 
реализации высокоточных измерений. Наиболее впечат-
ляющие успехи достигнуты в области создания стандар-
тов частоты на основе холодных атомов и ионов с от
носительной неопределенностью 10–18 и лучше [1 – 6]. 
Высокоточные атомные интерферометры находят широ-
кое применение в современных прецизионных измерени-
ях для фундаментальных и прикладных исследований, та-
ких как измерения постоянной тонкой структуры [7, 8], 
гравитационной постоянной Ньютона [9, 10], тестов об-
щей теории относительности [11] и измерение гравитации 
[12, 13].

В основе лазерного охлаждения атомов резонансным 
световым полем лежат фундаментальные процессы обме-
на импульсом и энергией атомов с фотонами поля при их 
взаимодействии. В настоящее время для описания задачи 
лазерного охлаждения существуют множество подходов, 
которые методологически можно разделить на кванто-
вые и квазиклассические. Квантовые подходы (см. напр., 
[14 – 20]) позволяют точно учесть процессы, связанные с 
изменением внутренних и поступательных степеней сво-
боды атомов и их взаимной корреляции при взаимодей-
ствии с фотонами поля, но требуют значительных вычис-
лительных ресурсов.

Квазиклассические подходы основаны на ряде при-
ближений и позволяют описать процесс лазерного охлаж-
дения атомов в терминах силы, действующей на атомы со 
стороны светового поля, и ее флуктуации, связанной со 
скачкообразным изменением импульса атомов при взаи-
модействии с фотонами поля (см., напр., [21 – 23]), и в ряде 
случаев позволяют получить аналитические выражения 
для сил, коэффициентов диффузии и предельных темпе-
ратур лазерного охлаждения атомов [21 – 25]. Флуктуации 
силы приводят к нагреву и фактически определяют мини-
мально достижимые температуры атомов. При анализе 
кинетики атомов в световых полях данные флуктуации 
описываются коэффициентом диффузии D в уравнении 
Фоккера – Планка (ФП) для функции распределения ато-
мов в фазовом пространстве W [26]. Статистические под-
ходы к решению уравнения ФП, основанные на усред
нении различных траекторий атомов, моделируют эти 
флуктуации добавлением в уравнения Ланжевена к силе 
случайной величины, зависящей от импульса [26 – 29].

Поскольку в процессах поглощения/излучения фото-
нов поля импульс атома p мгновенно изменяется на ма-
лую, но конечную величину |p| = 'k – импульс фотона 
поля, а сила, действующая на атом, зависит от скорости 
атома, то возникает вопрос о том, при каком значении 
импульса должна определяться случайная добавка к силе. 
Данная неопределенность в выборе значения импульса 
получила название дилеммы Ито – Стратоновича [26 ,27, 
30, 31], и в рамках уравнения ФП она определяет разли-
чия в форме записи диффузионного вклада [26] –
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Отметим, что в условиях квазикласического описания 
кинетики атомов в световых полях, а именно при пре-
дельно малом значении импульса отдачи фотона к ши
рине распределения атомов по импульсам, 'k << Dp, а 
также малости энергии отдачи, получаемой атомом в 
процессах поглошения/излучения фотонов поля 'wR = 

k22' /2M (M – масса атома) к естественной ширине линии 
резонансного оптического перехода g, использующегося 
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для лазерного охлаждения (т. е. в условиях малости пара-
метра отдачи eR = wR/g << 1), случайная добавка к силе, 
определяемая коэффициентом диффузии, имеет малую 
зависимость от скорости и потому вариативность в выбо-
ре диффузионного члена в уравнении ФП оказывает не-
существенное влияние на результаты численного анализа 
[31, 32]. Однако реальные значения энергии отдачи для 
охлаждаемых световым полем атомов в сочетании с ис-
пользованием узких оптических переходов не всегда от-
вечают условию предельной малости параметра eR [33]. 
Также, в условиях субдоплеровского лазерного охлажде-
ния температура может достигать нескольких энергий от-
дачи, что приводит к достаточно узким распределениям 
атомов в пространстве импульсов и характеризуется рез-
кими зависимостями силы и коэффициента диффузии от 
скорости атомов [34, 35]. В этих условиях различия в вы-
боре диффузионного вклада в уравнении ФП становятся 
наиболее существенными.

В настоящей работе мы исследуем дилемму Ито –
Стратоновича путем непосредственного сравнения ре-
зультатов для задачи лазерного охлаждения атомов, по-
лученных в рамках различных квазиклассических под
ходов задачи Ито – Стратоновича, с результатами, полу-
ченными на основе точного квантового подхода [18 – 20]. 
Проведенный анализ кинетики атомов с различными па-
раметрами отдачи eR позволил очертить границы приме-
нимости квазиклассического подхода в задаче лазерного 
охлаждения атомов.

2. Дилемма Ито – Стратоновича в задаче 
лазерного охлаждения

Кинетика атомов во внешнем световом поле описыва-
ется квантовым кинетическим уравнением (ККУ) для 
атомной матрицы плотности 

¶
¶ [ , ] { }i
t 'r r rH G= - +t t t t t ,	 (1)

содержащим вклады, определяемые гамильтонианом Ht

атома во внешнем электромагнитном поле и негамильто-
новой эволюцией { }rGt t  в результате декогеренции кван-
товых состояний атома при взаимодействии с внешним 
окружением либо в результате спонтанного излучения 
фотонов (см., напр., [33]). Наличие двух основных усло-
вий, малости импульса отдачи к импульсному распре
делению атомов 'k/Dp << 1 и малости параметра eR = 
wR/g << 1 (он определяется в том числе массой атома и 
естественной шириной линии используемого для лазер-
ного охлаждения оптического перехода), позволяет отде-
лить быстрые процессы упорядочения по внутренним 
степеням свободы от медленных процессов, связанных с 
поступательным движением атома, и редуцировать урав-
нение (1) к уравнению ФП для функции распределения 
атомов в фазовом пространстве ( , , ) { ( , , )}TrW r t r tn r n= t  
(см., напр., [22, 36 – 39]). Здесь след берется по внутренним 
степеням свободы атома. Для одномерной задачи лазер-
ного охлаждения, когда используемое для лазерного 
охлаждения световое поле является комбинацией встреч-
ных монохроматических волн с частотой w вдоль оси z с 
поляризациями e1 и e2,

E(z, t) = e1E0eikze– iwt + e2E0e– ikze– iwt + c.c.,	 (2)

уравнение ФП, описывающее кинетику атомов в квази-
классическом приближении, записывают в форме
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(например, в работах [21 – 23, 36, 38 – 41]) или в форме
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(см., напр., [32, 42, 43]). Кинетическими коэффициентами 
уравнения ФП являются F(z, p) – действующая на атом 
сила, и D(z, p) – коэффициент диффузии, разбивающийся 
на  сумму вкладов. Это вклады вынужденной диффузии 
D(i) (z, p), связанной с флуктуацией силы в процессах вы-
нужденного поглощения/излучения фотонов поля, и 
спонтанной диффузии D(s)(z, p), связанной с флуктуацией 
импульса атомов при спонтанном излучением фотонов 
[22, 36 – 39].

Наиболее наглядно различия данных форм записи 
уравнения ФП проявляются в статистических подходах, 
моделирующих лазерное охлаждение атомов в световых 
полях, где функция распределения получается статисти-
ческим усреднением по различным траекториям атомов, 
которые определяются классическими уравнениями дви-
жения
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с шумовой добавкой в силе ( , ) ( )F D z p t2d x= . Последняя 
определяется случайной величиной x(t), имеющей нор-
мальное распределение с нулевым средним значением 
áx(t)ñ и корреляционной функцией 

( ) ( ) ( )t t t tG Hx x d= -l l .	 (6)

С математической точки зрения уравнение движения (5) с 
d-коррелированным шумовым членом не является опре-
деленным полностью [26, 27]. Поскольку коэффициент 
диффузии D, определяющий флуктуацию силы, зависит 
от скорости атома, то среднее значение стохастического 
вклада ( ) ( )D p t2G Hx  не равно нулю, что приводит к шу-
мовому сдвигу траектории частицы. В этом случае необ-
ходимо определиться, при каком значении импульса оп
ределяется шумовая добавка к силе dF в уравнении дви-
жения (5): до добавления случайной величины (скачкоо-
бразного во времени изменения импульса), что соответ-
ствует уравнению (3), или после добавления случайного 
вклада, что соответствует (4). Данная неопределенность 
известна как дилемма Ито – Стратоновича [26, 27, 30, 31].

Отметим, что различия в формах записи (3) и (4) мож-
но свести к так называемой шумовой или квантовой по-
правке к силе

¶
¶( , ) ( , ),f z p p D z pd = 	 (7)
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которая, однако, в условиях применимости квазикласси-
ческого подхода является предельно малой, df/F -  eR << 1. 
Действительно, уравнение ФП может быть получено не-
посредственно из ККУ для атомной матрицы плотности 
(1) путем разложения по малости импульса отдачи фото-
на поля, т. е. по параметру 'k/Dp до членов второго по-
рядка. В условиях предельной малости параметра eR 

(eR << 1) оба подхода равнозначны, поскольку вкладами 
~eR в процессе редукции ККУ к уравнению ФП прене-
брегают [22, 36 – 39]. Однако при недостаточной малости 
параметра отдачи eR различия двух подходов могут быть 
существенны. При этом, как было замечено в работах 
[42, 43], результаты уравнения (4) в ряде случаев, в прене-
брежении эффектами локализации атомов в оптическом 
потенциале, лучше согласуются с результатами квантово-
го подхода, и для описания лазерного охлаждения форма 
(4) выглядит предпочтительнее. В разд.3 нами проведено 
детальное сравнение результатов квазиклассического 
представления кинетики атомов, полученного с учетом 
нелинейной зависимости кинетических коэффициентов 
уравнения ФП, силы и диффузии от скорости, а также с 
учетом локализации атомов в оптическом потенциале с 
результатами, полученными на основе численного реше-
ния ККУ для атомной матрицы плотности (1) для атомов 
с различными параметрами eR. Данный сравнительный 
анализ позволит выделить форму записи уравнения ФП, 
наиболее соответствующую результатам квантовых вы-
числений, а также очертить границы применимости ква-
зиклассического подхода.

3. Сравнительный анализ 
квазиклассического и квантового подходов

Рассмотрим задачу лазерного охлаждения атомов в 
монохроматическом поле световой волны (2), резонанс-
ном замкнутому оптическому переходу Jg ® Je, где Jg и 
Je  – полные угловые моменты уровней основного (g) и 
возбужденного (e) состояний. Поляризации встречных 
волн e1 и e2 определяют пространственную конфигура-
цию охлаждающего поля. Например, встречные волны с 
ортогональными поляризациями образуют наиболее ис-
пользуемые в задачах лазерного охлаждения конфигура-
ции световых полей: lin ^ lin-конфигурацию светового 
поля, образованную встречными волнами с ортогональ-
ными линейными поляризациями, например с e1 = ex, e2 = 
ey, и  s+  – s– -конфигурацию светового поля, образован-
ную встречными волнами с ортогональными циркуляр-
ными поляризациями e1 = e+, e2 = e–. Охлаждение в полях, 
образованных волнами с одинаковыми поляризациями 
e1 = e2, в ряде случаев [25, 39] можно свести к результатам 
простой двухуровневой модели с невырожденными по 
проекции углового момента уровнями.

Эволюция ансамбля атомов с низкой плотностью, для 
которого межатомными взаимодействиями можно прене-
бречь, описывается ККУ в приближении одиночного ато-
ма (1). Гамильтониан Ht  разбивается на сумму вкладов: 

M
p

V2

2

0H H= + +t t t t ,	 (8)

где первое слагаемое – оператор кинетической энергии;  

e0 'dH P= -t t – гамильтониан свободного атома в прибли-
жении вращающейся волны; d = w – w0 – отстройка часто-
ты поля w от частоты атомного перехода w0;

, ,J Je e e; ;HGm mP =
n

t / 	 (9)

– проекционный оператор на уровни возбужденного со-
стояния |Je, mñ, характеризующийся полным угловым мо-
ментом Je и проекцией углового момента m на ось кванто-
вания. Последнее слагаемое Vt  в (8) описывает взаимо-
действие атома с полем (2). Если поле (2) резонансно элек-
тродипольному переходу, то оператор Vt  принимает вид 

( ) ( ),exp expi iV V kz V kz1 2= + -t t t 	 (10)

где
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n n n
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!
v
v

v=

t t t/

и определяется векторами поляризации встречных волн и 
векторным оператором дипольного взаимодействия dt , 
матричные компоненты которого в циркулярном базисе 
выражаются через коэффициенты Клебша – Гордана; W – 
частота Раби (см., напр., [33]).

Отметим, что стационарное решение ККУ (1) для 
атомной матрицы плотности при заданной поляризаци-
онной конфигурации светового поля характеризуется 
тремя безразмерными параметрами: параметром отдачи 
eR, отношением величины отстройки поля к естественной 
ширине линии d/g и отношением частоты Раби к есте-
ственной ширине линии W/g. Вместо последнего параме-
тра, определяющего интенсивность светового поля, удоб-
но использовать величину, характеризующую глубину 
оптического сдвига уровней U0 и зависящую как от ин-
тенсивности, так и от отстройки светового поля d: 

( / )
.U 3 40 2 2

2'; ; ; ;d
d g

W
=

+
	 (11)

В частности, в пределе малой интенсивности охлаждаю-
щего поля |W|2/(d2 + g2/4) << 1 и в секулярном при
ближении|d| >> g световой сдвиг U0 остается единствен-
ным универсальным параметром, характеризующим ста-
ционарное решение ККУ [17]. Мы также воспользуемся 
этим параметром для описания интенсивности лазерного 
поля, что, в частности, позволит сравнить представлен-
ные результаты с результатами, полученными ранее в ра-
боте [17] для lin ^ lin-конфигурации светового поля в 
рамках секулярного приближения.

В рамках квазиклассических подходов задача кинети-
ки атомов, описываемая ККУ (1), для атомной матрицы 
плотности rt , которая содержит полную информацию об 
эволюции как внутренних, так и поступательных степе-
ней свободы, сводится к уравнению ФП для функции рас-
пределения атомов в фазовом пространстве W в одной из 
выбранных форм ((3) или (4)). Кинетические коэффици-
енты для уравнения ФП получаются путем разложения 
ККУ (1) для матрицы плотности по малому параметру 

/k p' D , малости отношения импульса отдачи 'k к им-
пульсному распределению атомов в фазовом простран-
стве Dp. Разложение ККУ для одномерной задачи имеет 
вид (см., напр., [39]) 

¶
¶

¶
¶

¶
¶( , ) { ( , )} { ( , )}t M

p
z z p L z p k p L z p( ) ( )0 1'r r r+ = + +t t t t ta k
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¶
¶ { ( , )}k
p
L z p2 2
2

2
( )2' r+ g
t t 	 (12)

В частности, в нулевом порядке по эффектам отдачи 
/k p' D  приводит к уравнению Блоха

¶
¶

¶
¶ ( , , ) { ( , , )}t M

p
z z p t L z p t( )0s s+ =t t ta k 	 (13)

для матрицы плотности st  с условием нормировки 
Tr{s} = 1, описывающей эволюцию внутренних степеней 
свободы атома. Вид функционалов L( )it  (i = 0, 1, 2) разло-
жения ККУ приведен в работе [39]. Соответственно выра-
жение для силы, действующей на атом в световом поле, 

( , ) { { ( , )}} { ( ) ( , )}Tr TrF z p L z p F z z p(1) s s= =t t t ,	 (14)

является квантово-механическим средним от оператора 
силы ¶ ¶( ) ( ) /F z V z z= -t t . Здесь след берется по внутренним 
состояниям атома, а s(z, p) является стационарным реше-
нием уравнения (13).

Коэффициент диффузии представляется в виде суммы 
двух слагаемых, D = D(s) + D(i). Коэффициент спонтанной 
диффузии

( , ) { { ( , )}}TrD z p L z p( ) ( )s 2 s= t t 	 (15)

обусловлен эффектом отдачи при спонтанном излучении 
фотонов поля; коэффициент вынужденной диффузии D(i) 
определяется флуктуацией силы, действующей на атом в 
процессах вынужденного поглощения/излучения фотонов 
поля (см., напр., [22, 39]). В нулевом порядке по скорости 
выражение для D(i) может быть получено предложенным 
нами методом матрицы первых поправок [39]. C учетом 
нелинейной зависимости от скорости для медленных ато-
мов выражение для D(i) может быть получено с использо-
ванием подхода, представленного в работах [36, 37]: 

( , ) { ( ) ( , ) ( , ) ( )},TrD z p F z z p z p F z2
1( )i h h= - +t t t t 	 (16)

где матрица неадиабатической поправки ( , )z pht  опреде-
ляется первым порядком в разложении по малости им-
пульса отдачи матрицы плотности

¶
¶( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )z p z p W z p p z p W z p gr s h= + +t t t 	 (17)

и удовлетворяет уравнению

¶
¶ { }M

p
z L F F2

1( )0h h d s s d- = - +t t t t t% /% %
	 (18)

с условием нормировки Tr{h} = 0. Оператор ( )F F zd = -t%
  

F(z, p) является оператором флуктуации силы для атома в 
световом поле.

Дополнительно отметим, что в процессе редукции 
ККУ к уравнению ФП в квазиклассическом разложении 
по параметру малости импульса фотона 'k/Dp (12) од
нозначно определяет форму записи диффузионного вкла-
да спонтанного коэффициента диффузии (15) в форме 
¶ ¶/ ( )p D F2 2 ( )s . При этом вариативность в форме выбора 
диффузионного вклада (3) или (4) возникает лишь по от-
ношению к вынужденной диффузии D(i), выражение для 

которой (16) получается в пренебрежении малостями по-
рядка eR. Вследствие этого в силу однозначности записи 
диффузионного вклада, связанного с коэффициентом 
спонтанной диффузии, сравнительный анализ требуется 
для уравнения ФП в форме (3)

¶
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¶
¶

¶
¶( , , ) ( , ) ( , , )t M

p
z W z p t p F z p W z p t+ = -a k
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и в форме
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В отличие от квантовых подходов [14 – 19], позволяю-
щих получить точные решения для атомной матрицы 
плотности в световом поле, квазиклассические подходы, 
несмотря на используемые приближения, представляют 
особый интерес, поскольку по выражениям для кинетиче-
ских коэффициентов уравнения ФП позволяют качествен-
но судить о разных особенностях в кинетике атомов, опи-
сывать и интерпретировать различные физические меха-
низмы лазерного охлаждения [21, 22, 24, 25]. Стационарное 
решение уравнения ФП для атомов в световом поле в 
форме (3) или (4) в пренебрежении эффектами локализа-
ции атомов в оптическом потенциале, создаваемом све-
товым полем, может быть получено из усредненных по 
пространственному периоду выражений для силы ( )F pr  и 
коэффициентов диффузии ( )D pr :

( )
( )
( )

( )
( )

exp dW p C
D p
D

D p
F p

p
0

=
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3- l

l
lr

r

r
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для уравнения ФП в форме (3) и 

( )
( )
( )

exp dW p C
D p
F p

p=
p

3-

l
l

l
lr

ry 	 (22)

для уравнения в форме (4). Здесь C и Cl – нормировочные 
константы.

В нашей работе для анализа пределов лазерного 
охлаждения мы будем рассматривать численное решение 
уравнений ФП (19) и (20), что позволит точно учесть эф-
фекты локализации атомов в оптическом потенциале для 
атомов с различными параметрами eR. Кроме того, отме-
тим, что импульсное распределение атомов в охлаждаю-
щем лазерном поле в ряде случаев оказывается существен-
но неравновесным [44] и потому, строго говоря, не может 
быть описано в терминах температуры. В ряде случаев 
форма получаемого импульсного распределения позво-
ляет выделить две фракции атомов c различными темпе-
ратурами: узкую в импульсном распределении фракцию 
атомов, имеющих субдоплеровскую температуру, а также 
фракцию с существенно большей температурой – допле-
ровской [35]. Поэтому в настоящей работе в качестве ко-
личественной оценки лазерного охлаждения всего атом-
ного ансамбля мы будем приводить результаты для сред-
ней кинетической энергии холодных атомов.
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3.1. Пределы лазерного охлаждения 
для двухуровневой модели атома

Охлаждение атомов в поле стоячей волны с однород-
ной пространственной поляризацией в ряде случаев мо-
жет быть сведено к задаче лазерного охлаждения в моде-
ли двухуровневого атома [45]. Двухуровневая модель для 
задачи лазерного охлаждения являлась первичным при-
ближением, и она достаточно хорошо изучена как в рам-
ках квазиклассического подхода [21 – 23], так и с полным 
учетом квантовых эффектов отдачи для атомов с различ-
ными параметрами отдачи eR [46]. Здесь мы сопоставили 
данные о пределах лазерного охлаждения, полученные на 
основе решений уравнений ФП (19) и (20) с учетом эффек-
тов локализации и численного решения ККУ (1) на осно-
ве методов, предложенных нами в работах [18 – 20, 33] для 
атомов с различными параметрами eR (менее 1).

Результаты сравнительного анализа представлены на 
рис.1. Прежде всего отметим, что результаты, получен-
ные на основе квантового и квазиклассических подходов, 
полностью совпадают для предельно малых (10–3) значе-
ний параметра eR (рис.1,a). Отметим, что сравнительный 
анализ без учета эффектов локализации на основе реше-
ний (21) и (22) приводит к заниженным результатам для 
квазиклассического подхода по отношению к квантово-
му для кинетической энергии холодных атомов с ростом 
интенсивности светового поля (параметр U0) на ~20 % 
при U0 = 300'wR (рис.2). Это связано с действием «сизи-

фовых» механизмов лазерного охлаждения атомов, кото-
рые в минимумах оптического потенциала (соответству-
ют максимумам интенсивности светового поля) при крас-
ных отстройках поля d < 0 приводят к локальному нагре-
ву атомов [22, 29]. Предельные значения кинетической 
энергии в полях малой интенсивности соответствуют до-
плеровскому пределу лазерного охлаждения атомов, до-
стигаемому при отстройке светового поля d = – g/2, что 
соответствует температуре атомов /k T 7 20B D 'g=  [22]. Для 
равновесного распределения данная температура соот-
ветствует средней кинетической энергии / ( )E 7 40kin 'g= , 
что эквивалентно E 175kin R'w=  для атомов с eR = 10–3 
(рис.1,a).

Для атомов с бóльшим (10–2) параметром eR (рис.1,б) 
начинают проявляться различия в результатах, получен-
ных на основе квантового и квазиклассических подходов 
в форме (19) и (20). Отметим, что при малых интенсивно-
стях светового поля можно наблюдать подобие результа-
тов, полученных для атомов с eR = 10–2 и 10–3, которое яв-
ляется следствием «закона масштабности», отмеченного 
нами в работе [46]. При этом результаты, полученные с 
использованием квазиклассического подхода на основе 
уравнения ФП в форме (20), лучше согласуются с резуль-
татами численного решения ККУ (1). Данное соответ-
ствие также сохраняется и для атомов с eR = 10–1 (рис.1,в).

3.2. Субдоплеровское лазерное охлаждение 
в поле s+ – s– -конфигурации

Одной наиболее часто используемой конфигурацией 
светового поля с пространственно неоднородной поляри-
зацией является s+ – s– -конфигурация. В сочетании с не-
однородным магнитным полем она лежит в основе реали-
зации магнитооптических ловушек. Для сравнительного 
анализа мы рассмотрим простейшую модель атома с вы-
рожденными по проекции углового момента уровнями 
Jg = 1 ® Je = 2, для которой присутствуют субдоплеров-
ские механизмы лазерного охлаждения [24].

Характерные зависимости средней кинетической энер
гии холодных атомов существенно отличаются от резуль-
татов двухуровневой модели. Отметим, что для атомов с 
предельно малыми (eR << 1) параметрами средняя кине-

Рис.1.  Кинетическая энергия холодных атомов в единицах энергии 
отдачи как функция U0 при различных отстройках светового поля 
для атомов с eR = 10–3 (a), 10–2 (б ), 10–1 (в), полученная в рамках 
двухуровневой модели атома (световая волна с однородной поля-
ризацией). Сплошными кривыми представлены результаты, полу-
ченные на основе численного решения ККУ (1), пунктиром и штри-
ховыми кривыми – результаты, полученные в рамках квазикласси-
ческих подходов на основе уравнений ФП (19) и (20) соответственно.

Рис.2.  Кинетическая энергия холодных атомов в единицах энер-
гии отдачи как функция U0 при различных отстройках светового 
поля для атомов с eR = 10–3, полученная в рамках двухуровневой 
модели атома. Сплошными кривыми представлены результаты, 
полученные на основе численного решения ККУ (1), пунктиром и 
штриховыми кривыми – результаты, полученные в рамках квази-
классических подходов на основе уравнений ФП (19) и (20) c усред-
ненными по пространственному периоду выражениями для силы и 
диффузии, т. е. без учета эффектов локализации атомов в световом 
поле.
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тическая энергия атомов ниже доплеровского предела, 
что связано с наличием субдоплеровских механизмов ла-
зерного охлаждения, проявляющихся в полях с простран-
ственно неоднородной поляризацией [24]. Тем не менее 
даже в квазиклассическом пределе (для атомов с предель-
но малым параметром eR = 10–3) наблюдаются различия 
в результатах, полученных на основе квантового и квази-
классического подходов. Наиболее ярко они проявляют-
ся при малых отстройках охлаждающего поля (рис.3,a). 
Данные различия связаны с выходом из резонанса взаи-
модействия поля с атомами в процессах поглощения/из-
лучения фотонов в результате эффектов отдачи, что наи-
более сильно проявляется для атомов с недостаточно ма-
лым параметром eR (рис.3,в). Влияние данного эффекта 
снижается с увеличением отстройки |d|. При этом ре-
зультаты квазиклассического подхода на основе уравне-
ния ФП в форме (20) лучше согласуются с результатами 
численного решения ККУ (1) даже для атомов с недоста-
точно малым параметром eR.

3.3. Субдоплеровское лазерное охлаждение 
 в поле lin ^ lin-конфигурации

При анализе кинетики атомов в полях lin ^ lin-конфи
гурации мы, как и в п.3.2, воспользуемся моделью опти-
ческого перехода Jg = 1 ® Je = 2, что позволит дополни-
тельно сравнить эффективность лазерного охлаждения в 
данных конфигурациях световых полей. В поле lin ^ lin- 
конфигурации, образованной встречными волнами с ор

тогональными линейными поляризациями, достигаются 
более глубокие пределы лазерного охлаждения, чем в 
поле s+ – s– -конфигурации (рис.4).

На рис.4 представлены зависимости средней кинети-
ческой энергии холодных атомов, достигаемой в процес-
се лазерного охлаждения в полях различной интенсив
ности (характеризуется параметром U0), при разных от-
стройках для атомов с различными параметрами eR. 
Отметим, что при красных отстройках поля, |d| > 1, вы-
ражение для коэффициента вынужденной диффузии при 
некоторых малых скоростях атома локально принимает 
отрицательные значения, что, например, можно видеть 
непосредственно из аналитических выражений для коэф-
фициента вынужденной диффузии, представленных в ра-
боте [37]. При этом среднее по пространственному перио-
ду выражение для коэффициента вынужденной диффузии 

( )D p( )i  (16) остается положительным. Такое локальное 
поведение коэффициента диффузии выглядит нефизич-
ным и не приводит к стационарному численному реше-
нию уравнений ФП (19) и (20), что говорит о дополни-
тельных ограничениях квазиклассического разложения 
ККУ, возникающих в полях с пространственно неодно-
родной поляризацией, таких как lin ^ lin-конфигурация. 
Поэтому для отстроек поля |d| > 1 для численного реше-
ния уравнений ФП (19) и (20) мы использовали усреднен-
ный по пространственному периоду коэффициент вы-
нужденной диффузии.

Исходя из анализа результатов пределов лазерного 
охлаждения в поле lin ^ lin-конфигурации ( рис.4), в об-Рис.3.  Кинетическая энергия холодных атомов в единицах энергии 

отдачи как функция U0 при различных отстройках светового поля 
для атомов и eR = 10–3 (a), 10–2 (б ), 10–1 (в) в поле s+ – s– -конфи
гурации. Сплошными кривыми представлены результаты, получен-
ные на основе численного решения ККУ (1), пунктиром и штрихо-
выми кривыми – результаты, полученные в рамках квазиклассиче-
ских подходов на основе уравнений ФП (19) и (20) соответственно.

Рис.4.  Кинетическая энергия холодных атомов в единицах энергии 
отдачи как функция U0 при различных отстройках светового поля 
для атомов и eR = 10–3 (a), 10–2 (б ), 10–1 (в) в поле lin ^ lin-конфи
гурации. Сплошными кривыми представлены результаты, получен-
ные на основе численного решения ККУ (1), пунктиром и штрихо-
выми кривыми –  результаты, полученные в рамках квазиклассиче-
ских подходов на основе уравнений ФП (19) и (20) соответственно.
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щем случае можно отметить, что результаты, полученные 
на основе уравнения ФП в форме (20), лучше согласуются 
с результатами квантового подхода, полученными на 
основе численного решения ККУ (1).

4. Заключение

Квазиклассический подход к решению задачи кине
тики атомов в световых полях является одним из фунда-
ментальных подходов, применяемых, в том числе, для ка-
чественного анализа и описания механизмов лазерного 
охлаждения и захвата атомов в световых полях. Неопре
деленность в описании процессов флуктуации сил, дей-
ствующих на атомы в световом поле и имеющих кванто-
вую природу с точки зрения взаимодействия атомов с све-
том, в рамках квазиклассического подхода приводит к 
так называемой дилемме Ито – Стратоновича, что выра-
жается в различных формах записи уравнения Фоккера –
Планка, а также стохастических уравнений Ланжевена, 
моделирующих кинетику атомов при взаимодействии с 
фотонами поля.

В рамках настоящей работы проведен сравнительный 
анализ задачи лазерного охлаждения атомов в световых 
полях на основе прямого численного решения квантово-
го кинетического уравнения для атомной матрицы плот-
ности (1), позволяющего точно учесть квантовые эффек-
ты отдачи при взаимодействии атомов с фотонами поля, 
а также на основе квазиклассического подхода в различ-
ных формах записи уравнения ФП. Формально условия 
квазиклассического приближения, в рамках которого 
уравнение (1) можно редуцировать к уравнению ФП для 
функции распределения атомов в фазовом пространстве, 
выполняется лишь для предельно малых значений пара-
метра eR £ 10–3, где различие в форме записи уравнения 
ФП (19) или (20) несущественно. Действительно, в дан-
ном пределе решения уравнений (19) и (20) хорошо согла-
суются друг с другом и с результатами, полученными на 
основе численного решения ККУ (1) с полным учетом 
квантовых эффектов отдачи. С увеличением параметра 
eR наблюдаются существенные различия в решениях, по-
лучаемых на основе уравнений ФП в форме (19) и (20). 
При этом результаты, полученные на основе квазиклас-
сического подхода в форме записи вынужденной диффу-
зии (20), лучше соответствуют результатам, полученным 
на основе численного решения ККУ (1).

Полученный в нашей работе результат позволяет су-
щественно расширить границы применимости квазиклас-
сического подхода вплоть до eR = 0.1 для отстроек поля 
|d| > g/2 при выборе уравнения ФП в форме (20). Данный 
результат является важным, поскольку дает возможность 
обосновать применимость квазиклассического подхода 
для задач лазерного охлаждения с недостаточно малым 
значением параметра eR и использовать в данном случае 
уравнение ФП для анализа кинетики атомов в световых 
полях, не прибегая к ресурсоемким вычислениям на осно-
ве квантовых подходов.
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