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1. Введение

Процесс распространения оптических волн в различ-
ных нелинейных средах и содержащих их устройствах 
при определенных условиях неустойчив относительно 
малых амплитудных возмущений, что приводит к моду-
ляции их параметров как во времени, так и в простран-
стве [1 – 15]. Модуляционная неустойчивость одной вол-
ны в объемной среде может развиваться во времени при 
отрицательной дисперсии групповых скоростей (аномаль-
ной дисперсии), а в пространстве – при положительном 
керровском коэффициенте (самофокусирующей среде). 
Неустойчивость одной направляемой моды в нелинейном 
оптическом волокне или планарном волноводе с эффек-
том Керра развивается во времени также при аномальной 
дисперсии [16 – 25]. В планарном волноводе с самофоку-
сирующей нелинейностью развитие модуляционной неу-
стойчивости одной волноводной моды возможно и в про-
странстве, в плоскости волновода [6, 15, 26 – 32]. Временная 
неустойчивость приводит к распаду исходной непрерыв-
ной волны на последовательность сверхкоротких импуль-
сов [9, 16 – 19, 33 – 36], а пространственная – к распаду од-
нородной волны на отдельные пучки [1 – 8]. В нелинейных 
левоориентированных метаматериалах [37, 38] модуляци-
онная неустойчивость одной волны возможна при отри-
цательном коэффициенте Керра [39, 40], а временная – 
при положительной дисперсии групповых скоростей [41]. 
Наличие или отсутствие модуляционной неустойчивости 
тесно связано с существованием светлых или темных со-
литонов огибающей (см., напр., [6 – 9, 17, 22]).

Условия развития модуляционной неустойчивости не-
скольких оптических волн, одновременно распространя-
ющихся в нелинейной правоориентированной среде, мо-
гут сильно отличаться от условий ее развития при рас-
пространении одной волны вследствие взаимодействия 
между волнами. Так, фазовая кросс-модуляция при рас-
пространении двух направляемых мод в оптическом во-
локне или планарном волноводе с эффектом Керра при-
водит к тому, что модуляционная неустойчивость этих 
двух мод может развиваться в условиях, соответствующих 
устойчивому распространению одной моды [8, 9, 42 – 51]. 
Например, кросс-модуляция двух волноводных мод не-
линейного оптического волокна может приводить к их 
модуляционной неустойчивости при положительной дис-
персии групповых скоростей. Модуляционная неустой-
чивость при встречном взаимодействии двух монохрома-
тических мод в планарном волноводе может развиваться 
при отрицательном керровском коэффициенте (дефоку-
сирующей среде). 

Из результатов работ [52 – 61] следует, что в оптиче-
ских волноводах на основе левоориентированных мета-
материалов могут распространяться направляемые моды 
не только с положительной групповой скоростью, совпа-
дающей по направлению с фазовой скоростью, но и моды 
с отрицательной групповой скоростью, противополож-
ной направлению фазовой. При этом на одной частоте 
вблизи нуля групповой скорости возможно распростра-
нение вперед и назад четырех мод одного типа, одна пара 
из которых имеет положительную групповую скорость, а 
другая – отрицательную. Это приводит к тому, что в ле-
воориентированных волноводах с нелинейным оптиче-
ским откликом в общем случае вклад в попутно-встречное 
взаимодействие мод помимо само- и кросс-модуляции, не 
приводящей к когерентной связи между модами, дает об-
уславливающее такую связь пространственное параме-
трическое смешение [60]. Отметим, что в объемных сре-
дах, право- либо левоориентированных, на одной часто-
те могут распространяться только две встречные волны, 
обладающие положительной либо отрицательной груп-
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повой скоростью соответственно. Когерентная связь 
между таким волнами отсутствует.

Пространственная модуляционная неустойчивость 
ТЕ мод тонкой левоориентированной пленки на право
ориентированной подложке с эффектом Керра для раз-
личных вариантов распространения только одной или 
только двух волноводных мод, каждая из которых может 
обладать либо положительной, либо отрицательной груп
повой скоростью, рассмотрена в недавней работе [40]. 
Показано, что модуляционная неустойчивость при раз-
личных вариантах распространения не более двух мод 
может развиваться при любом знаке коэффициента Керра 
подложки и имеет новые качественные особенности. Так, 
условия развития неустойчивости при распространении 
мод только с положительными групповыми скоростями 
инвертированы по отношению к условиям ее развития 
при распространении мод только с отрицательными груп
повыми скоростями. При распространении двух мод, 
одна из которых имеет положительную групповую ско-
рость, а другая – отрицательную, инкремент неустойчи-
вости отличен от нуля в области поперечных волновых 
чисел возмущений, которая на порядок шире, чем при 
других вариантах.

В настоящей работе анализ модуляционной неустой-
чивости выполнен для случая распространения в тонкой 
левоориентированной пленке на правоориентированной 
керровской подложке трех волноводных мод и для случая 
распространения в ней четырех мод. 

2. Модель

Как и в работе [40], рассмотрим световое поле в тон-
кой левоориентированной пленке на правоориентирован-
ной подложке с эффектом Керра, образованное четырьмя 
пучками быстрых ТЕ мод с одним и тем же модовым ин-
дексом, большим единицы (рис.1), распространяющими-
ся на одной частоте w вблизи частоты нуля групповой 
скорости [58, 59, 61]. При этом компоненту вектора элек-
трической напряженности этого поля в плоскости пленки 
можно представить в следующем виде:

[ ( ) ( , ) ( )exp iE I x C y z zin
f

y bY= -+ + +

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )exp expi ix C y z z x C y z zb fb bY Y+ + -+ + + - - -

( ) ( , ) ( )] ( ) . .exp expi i c cx C y z z tb b wY+ +- - - ,	 (1)

где Iin – максимальная интенсивность светового поля в 
волноводе; Y+(x) и Y–(x) – безразмерные функции, опи-

сывающие пространственное распределение поля моды в 
направлении нормали к пленке для мод с положительной 
«+» и отрицательной «–» групповой скоростью [59, 60]; 
b+  и b– – постоянные распространения мод; ( , )C y z,

,f b
+ -  – 

безразмерные функции, описывающие пространственное 
распределение огибающей поля световых пучков в пло-
скости пленки (зависимость по оси z – медленная, по оси 
y – быстрая); верхние индексы f и b указывают на распро-
страняющиеся вперед и назад моды соответственно.

В рассматриваемом случае нелинейные уравнения 
Шредингера (НУШ) для огибающих четырех внутримо-
довых монохроматических световых пучков могут быть 
записаны как [40]
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где h = ( b+|g|/2)1/2y и z = |g|z/2 – нормированные коор-
динаты; sgn – знак коэффициента Керра подложки n2s; 
db = b+/b–; выражения для постоянной связи g, коэффици-
ентов g и g1 приведены в работах [40, 60].

Решения НУШ (2) – (5), аналогичные решению нели-
нейных волновых уравнений для объемных сред (см., 
напр., [1 – 9]), получены в работе [40] в виде
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Рис.1.  Левоориентированная пленка на правоориентированной 
подложке с эффектом Керра. Волновые векторы вперед и назад 
распространяющихся мод.
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Последняя формула (9) описывает условие согласова-
ния между амплитудными коэффициентами четырех од-
новременно распространяющихся мод. Отметим, что это 
условие является следствием того, что в рассматривае-
мом случае вдоль оси z всегда будут распространяться че-
тыре волноводные моды, даже если при этом изначально 
возбуждается меньшее число мод. Изначально отсутству-
ющие слабые моды появятся в результате рассеяния ис
ходных сильных мод на возмущениях диэлектрической 
проницаемости за счет эффекта Керра. При этом влияние 
слабых мод на сильные пренебрежимо мало, и для по-
следних справедливо хорошо известное приближение не-
истощенной накачки (см., напр., [62, 63]), в рамках кото-
рого условие согласования (9) теряет силу.

Согласование амплитуд четырех мод, задаваемое со-
отношением (9), непосредственно связано с когерентной 
связью между ними, обусловленной вкладом простран
ственно-параметрического смешения мод, который опи-
сывается последними нелинейными слагаемыми в урав-
нениях (2) – (5). В объемных средах, либо право-, либо ле-
воориентированных, на одной частоте могут распростра-
няться только две встречные волны, обладающие либо 
положительной, либо отрицательной групповой скоро-
стью соответственно [1 – 4, 6 – 8, 38]. При этом когерентная 
связь между волнами в объеме отсутствует, и согласова-
ние амплитуд не требуется.

3. Модуляционная неустойчивость 
при распространении 
трех волноводных мод

На частоте вблизи нуля групповой скорости [52 – 61] 
существует два различных варианта распространения в 
левоориентированной пленке на правоориентированной 
подложке трех волноводных мод. Первый (второй) вари-
ант соответствует распространению двух мод с положи-
тельной (отрицательной) групповой скоростью и одной 
моды с отрицательной (положительной) групповой ско-
ростью. Первый вариант описывается, например, НУШ 
(2) – (4) при условии C ,f b

+  ¹ 0, C f-  ¹ 0 и C b-  º 0, а второй – 
НУШ (2), (4) и (5) при условии C ,f b

-  ¹ 0, C f+  ¹ 0 и C b+  º 0. 
На основе линейного анализа модуляционной неустой
чивости (см., напр., [6 – 36]) можно показать, что адди
тивные возмущения вида [ ( )]exp ia K Q bdown

up
down
up #z h+ +

[ ( )]exp i K Qz h- +  амплитуды down
upY  каждой моды должны 

обладать продольным волновым числом K, которое удо-
влетворяет приведенному бикубическому дисперсионно-
му уравнению (K6 + a(Q)K4 + b(Q)K2 + c(Q) = 0), получа-
ющемуся при линеаризации относительно амплитуд adown

up  
и bdown

up  трех связанных НУШ, отвечающих первому или 
второму варианту.

Для первого варианта коэффициенты дисперсионно-
го уравнения можно получить в виде
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В случае второго варианта удобно перенормировать 
координаты соответствующей системы НУШ следующим 
образом: hl = (g1/db)1/2h и zl = g1z [40]. В новых (штрихо-
ванных) координатах структура системы НУШ для вто-
рого варианта может быть приведена к структуре НУШ 
для первого варианта, если использовать следующие за-
мены коэффициентов: db ® 1/db, sgn ® – sgn, g ® g/g1 и 
g1 ® 1/g1. Если же эти замены сделать в коэффициентах 
(10) – (12), то соответствующее им бикубическое уравне-
ние будет описывать дисперсионную зависимость про-
дольного волнового числа K l от поперечного волнового 
числа Ql для второго варианта в штрихованных коорди-
натах. При этом дисперсионная зависимость K l от Ql с 
учетом K = g1 K l и Q = (g1/db)1/2Ql может быть трансфор-
мирована в дисперсионную зависимость в исходных ко-
ординатах.

Развитие модуляционной неустойчивости становится 
возможным при отличной от нуля мнимой части любого 
из шести корней дисперсионного уравнения. Следуя ра-
боте [8], в качестве инкремента нарастания модуляцион-
ной неустойчивости G  ниже будем использовать макси-
мальную мнимую часть корней дисперсионного уравне-
ния, G  = max(Im Kj ) ( j = 1, 2, . . . , 6). Из соотношений 
(10) – (11) и выражений для корней кубического уравне-
ния (см., напр., [64]) следует, что для принятых условий 
наличие модуляционной неустойчивости определяется не 
только интенсивностями распространяющихся мод и по-
перечным волновым числом Q, но и отношением посто-
янных распространения волноводных мод db = b+/b– с 
положительными и отрицательными групповыми скоро-
стями, а также параметрами g и g1, описывающими влия-
ние различия пространственных распределений мод на их 
перекрытие в нелинейной подложке.

Дисперсионные зависимости инкремента нарастания 
модуляционной неустойчивости G (Q) при одинаковой 
нормированной интенсивности распространяющихся мод 
(суммарная интенсивность равна единице) представлены 
на рис.2,а и б соответственно для положительного (n2s > 
0) и отрицательного (n2s < 0) коэффициента Керра под-
ложки. Кривые 1 соответствуют первому варианту рас-
пространения трех мод ( 1/3, 0),I I I If b f b= = = =+ + - -  а кри
вые 2 – второму варианту ( 1/3, ) .I I I I 0f b f b= = = =- - + +

Вблизи частоты нуля групповой скорости выполняет-
ся приблизительное равенство g1 » g » db » 1 (g1 < g < 
db < 1) [60]. Зависимости G (Q), показанные на рис.2 точ-
ками, рассчитаны для «идеализированного» случая g1 = 
g = db = 1. При этом можно показать, что инкремент на-
растания в пределе Q ® ¥ стремится к постоянной ве
личине G3  = 2/3, которая при отрицательном (положи-
тельном) коэффициенте Керра подложки, sgn = –1 (sgn = 
1), в первом (втором) варианте распространения трех мод 
является также и максимальной. Для противоположного 
знака, sgn = 1 (sgn = –1), и первого (второго) варианта 
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максимальный инкремент /5 3maxG =  » 0.745 достигает-
ся при конечной величине Q = /10 3» 1.826.

Зависимости G (Q), показанные на рис.2 сплошными 
кривыми, рассчитаны для величин g1 = 0.965, g = 0.983 и 
db = 0.995, отвечающих физическим параметрам, исполь-
зованным в работах [40, 60]. Как следует из формул для 
коэффициентов бикубического уравнения (10) – (12), не-
большое отклонение параметров g и g1 от единицы при-
водит только к малозаметным количественным измене-
ниям коэффициентов дисперсионного уравнения и, как 
следствие, не изменяет качественного характера зависи-
мостей продольных волновых чисел Kj от поперечного Q. 
Однако даже небольшое отклонение от единицы отноше-
ния db = b+/b–, в первую очередь при старшей (двенадца-
той) степени поперечного волнового числа Q в формуле 
(12), изменяет качественный характер зависимостей Kj (Q) 
в области высоких пространственных частот.

Различие между постоянными распространения b+ и 
b– волноводных мод с положительными и отрицательны-
ми групповыми скоростями соответственно ( b+ < b–) при-
водит к ограничению области значений Q, соответствую-
щей модуляционной неустойчивости. В случае n2s > 0 
(n2s < 0) эффект Керра увеличивает (уменьшает) постоян-
ные распространения b+ и уменьшает (увеличивает) по-
стоянные b–, тем самым приближая (удаляя) их величины 
друг к другу (друг от друга). Таким образом, при n2s > 0 
нестрогое выполнение условий фазового синхронизма [9] 
при взаимодействии слабых возмущений с исходными 

модами может быть выполнено в более широкой области 
поперечных волновых чисел, чем при n2s < 0. Поэтому ин-
кремент и область модуляционной неустойчивости при 
n2s > 0 больше, чем при n2s < 0 (ср. рис.2,а и б ). 

Для рассматриваемого нами случая распространения 
трех волноводных мод область значений поперечного 
волнового числа Q, отвечающая модуляционной неустой-
чивости, является непрерывной, примыкающей к значе-
нию Q = 0, только при равных интенсивностях мод (см. 
рис.2). При различных интенсивностях мод эта область 
может представлять собой непересекающиеся интервалы. 
На рис.3 представлены дисперсионные зависимости G (Q), 
рассчитанные для двух различных наборов интенсивно-
стей мод: кривые 1 – для 0.19, 0. 9I I 5f b= =+ +  и . ;I 0 22f =-  
кривые 2 – для 0.19, 0.59I If b= =- -  и 0.22.I f =+  Сплошные 
и штриховые кривые на рисунке отвечают коэффициен-
там n2s > 0 и n2s < 0 соответственно. Как видно, область 
модуляционной неустойчивости при n2s < 0 состоит из 
двух непересекающихся интервалов значений Q. Харак
терно, что инкремент неустойчивости при равных интен-
сивностях мод больше, чем инкремент при различных ин-
тенсивностях (ср. рис.2 и 3).

Отметим, что непрерывные области модуляционной 
неустойчивости, примыкающие к нулю поперечного 
волнового числа, характерны для распространения в 
керровских средах только одной или только двух волн c 
положительными (отрицательными) групповыми ско-
ростями, совпадающими (противоположными) по на-
правлению с фазовыми [6 – 36, 40]. В случае одновремен-
ного распространения в тонкой левоориентированной 
пленке на правоориентированной керровской подложке 
с коэффициентом n2s > 0 двух волноводных мод с поло-
жительной и отрицательной групповыми скоростями 
область модуляционной неустойчивости в зависимости 
от соотношения между интенсивностями мод может 
быть не только непрерывной, начинающейся с Q = 0 или 
с Q ¹ 0, но и представлять из себя два интервала значе-
ний Q, непересекающихся между собой [40], так же, как 
и при распространении трех мод различной интенсивно-
сти в пленке на подложке с коэффициентом n2s > 0 (см. 
рис.3).

Рис.2.  Дисперсионные зависимости инкремента модуляционной 
неустойчивости при распространении трех волноводных мод с 
равными интенсивностями в тонкой левоориентированной пленке 
на правоориентированной подложке с положительным, n2s > 0 (а) 
и отрицательным, n2s < 0 (б ) коэффициентом Керра: I I= =+ +

f b  
- /I 1 3=f (1) и /I I I 1 3= = =- - +

f b f  (2).

Рис.3.  Дисперсионные зависимости инкремента модуляционной 
неустойчивости при распространении трех волноводных мод с раз-
ными интенсивностями в тонкой левоориентированной пленке на 
правоориентированной подложке с положительным, n2s > 0 (сплош
ные кривые) и отрицательным, n2s < 0 (штриховые кривые) коэф-
фициентом Керра: . , .I I0 19 0 59= =+ +

bf  и .I 0 22=-
f  (1); . ,I 0 19=-

f  
.I 0 59=-

b  и .I 0 22=+f  (2).
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4. Модуляционная неустойчивость 
при распространении четырех 
волноводных мод

В случае одновременного распространения четырех 
волноводных мод в рассматриваемом планарном волно-
воде (см. рис.1) уравнения для амплитуд возмущений  
adown
up  и bdown

up  могут быть получены после линеаризации 
полной системы НУШ (2) – (5). При этом дисперсионная 
зависимость продольного волнового числа K от попереч-
ного числа Q для возмущения каждой моды может быть 
получена как результат решения задачи на собственные 
значения K матрицы размерности 8 ́  8, которую удобно 
представить в следующей блочной форме:

( )
( )

0,
Q

Q
A
C

C
A

2

2- -
=> H 	 (13)

где элементы квадратных матриц A и С, размерности 
4 ́  4, приведены в Приложении. В качестве инкремента 
нарастания модуляционной неустойчивости в этом раз-
деле будем рассматривать максимальную мнимую часть 
G  = max(Im K j ) собственных чисел K j ( j = 1, 2, . . . , 8) ма-
трицы (13).

Как показано в разд.2, одновременное распростране-
ние четырех волноводных мод с неизменным поперечным 
распределением электромагнитных полей становится воз
можным только при строгом согласовании амплитудных 
коэффициентов мод, задаваемом формулой (9). При рас-
пространении любых трех, двух мод или любой одной 
моды такое согласование отсутствует [40]. Причиной не-
обходимого согласования амплитуд в случае распростра-
нения четырех мод является наличие процесса простран
ственно-параметрического смешения, вклад которого 
описывается последними слагаемыми в уравнениях (2) – 
(5). В отсутствие согласования между нелинейными воз-
мущениями постоянных распространения мод этот про-
цесс приводит к энергообмену между ними, который 
изменяет амплитудные коэффициенты мод вдоль их на-
правления распространения [60]. Такой энергообмен от-
сутствует, если нормированные возмущения постоянных 
распространения удовлетворяют условию b b bf b f- + -+ + -

b 0b =- , следствием которого и является формула (9).
Для суммарной нормированной интенсивности полей 

мод, равной единице ( I I I I 1f b f b+ + + =+ + - - ), условие со-
гласования амплитуд четырех распространяющихся мод 
может быть выполнено в общем случае при различных 
интенсивностях каждой из мод. На рис.4 представлены 
дисперсионные зависимости инкремента нарастания G  
от поперечного волнового числа Q для трех различных 
наборов нормированных интенсивностей мод, удовлет-
воряющих условию (13), для положительного (n2s > 0) или 
отрицательного (n2s < 0) нелинейного оптического коэф-
фициента подложки. Сплошными и пунктирными кривы-
ми на рисунке показаны зависимости G (Q), рассчитан-
ные для g1 = 0.965, g = 0.983 и db = 0.995 и для «идеализи-
рованного» случая g1 = g = db = 1 соответственно.

В «идеализированном» случае распространения четы-
рех волноводных мод (см. пунктирные кривые на рис.4) 
различие между постоянными распространения b+ и b– 
мод с положительными и отрицательными групповыми 
скоростями, соответственно, отсутствует (db = 1). При 
этом в пределе Q ® ¥ инкремент модуляционной неу-
стойчивости стремится к постоянной величине так же, 

как и в случае распространения только трех мод (пун-
ктирные кривые на рис.2). 

Различие между постоянными b+ и b– (b+ < b– ) четырех 
распространяющихся мод приводит к ограничению обла-
сти значений поперечных волновых чисел Q, соответству-
ющих модуляционной неустойчивости. Из сравнения 
сплошных кривых на рис.4,а, б и в следует, что при поло-
жительном (отрицательном) коэффициенте n2s > 0 (n2s < 0) 
дисперсионные зависимости G (Q), рассчитанные для раз-
личных соотношений между интенсивностями мод, име-
ют один и тот же (отличающийся) качественный харак-
тер. При n2s > 0 область модуляционной неустойчивости 
является непрерывной, начинающейся с нулевого значе-
ния поперечного волнового числа (Q = 0). 

Рис.4.  Дисперсионные зависимости инкремента модуляционной не
устойчивости при распространении четырех волноводных мод в 
тонкой левоориентированной пленке на правоориентированной кер
ровской подложке: I I= =+ +

f b
- - /I I 1 4b= =f  (a); -I I b= =+

f  0.05, 
0.45I I= =+ -

b f (б); I =+
f 0.05, I =-

f 0.65, -I Ib b= =+  0.15 (в).
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При n2s < 0 эта область представляет собой непере
секающиеся интервалы значений Q, первый из которых 
также примыкает к Q = 0. При равных интенсивностях 
волноводных мод таких интервалов два, разрыв между 
ними пренебрежимо мал в сравнении с длиной самих 
интервалов (см. рис.4,а). При одинаковых интенсивно-
стях ( . )I I 0 05f b= =+ -  пары мод с групповыми скоростями 
вдоль положительного направления оси z (см. рис.1), зна-
чительно меньших одинаковых интенсивностей (I b =+

0. 5)I 4f =-  другой пары мод с групповыми скоростями 
вдоль отрицательного направления этой оси, область мо-
дуляционной неустойчивости состоит уже из трех непе
ресекающихся интервалов (см. рис.4,б ). Разрыв между 
первыми двумя из них значительно меньше, чем между 
вторым и третьим, но больше, чем разрыв между первым 
и вторым интервалами при равных интенсивностях мод. 
Дисперсионные кривые на рис.4,в, рассчитанные для 
случая сильно различающихся интенсивностей мод 
( 0.05, 0.65)I If f= =+ -  с фазовыми скоростями вдоль поло-
жительного направления z-оси и одинаковых интенсив-
ностей мод ( . )I I 0 15b b= =+ -  вдоль отрицательного на-
правления этой оси, также обладают тремя интервалами 
модуляционной неустойчивости, разрывы между кото-
рыми сравнимы с длиной самих интервалов. 

Отметим, что инкремент и область пространственных 
частот неустойчивости для положительного коэффициен-
та n2s > 0 заметно больше, чем для отрицательного коэф-
фициента n2s < 0. При этом максимальные инкремент и 
область неустойчивости достигаются для одинаковых 
интенсивностей волноводных мод.

5. Области модуляционной неустойчивости 
и максимальные инкременты при различном 
числе ТЕ2-мод с равными интенсивностями

В рассматриваемом случае тонкой левоориентиро-
ванной пленки на правоориентированной керровской 
подложке существуют различные варианты распростра-
нения на одной частоте вблизи нуля групповой скорости 
одной, двух, трех или четырех ТЕ2-мод с положительны-
ми или (и) отрицательными групповыми скоростями [40]. 
При изменении соотношения между интенсивностями 
мод вариант распространения четырех мод в пределе мо-
жет вырождаться в один из трех-, двух- или одномодовых 
вариантов. Условия развития модуляционной неустойчи-
вости в каждом из вариантов отличаются друг от друга и 
будут меняться при изменении соотношения между ин-
тенсивностями мод. Поэтому представляет интерес срав-
нение этих условий для различных вариантов распро-
странения в случае фиксированной суммарной интенсив-
ности мод и равенстве их интенсивностей друг другу.

Модуляционная неустойчивость в первую очередь ха-
рактеризуется величиной инкремента и областью попе-
речных волновых чисел, в которой инкремент отличен от 
нуля. В табл.1 для различных вариантов распростране-
ния ТЕ2-мод с равными интенсивностями представлены 
рассчитанные максимальные нормированные инкремен-
ты G max, соответствующие им нормированные попе
речные волновые числа Qmax и области этих чисел DQ, 
отвечающие модуляционной неустойчивости. Данные 
параметры рассчитаны при суммарной нормированной 
интенсивности мод, равной единице (I0 = 1), для коэффи-
циентов g1 = g = 1 и db = 0.995. В каждом из вариантов 

нормированные интенсивности мод принимались равны-
ми друг другу. Расчеты в случае распространения одной и 
двух мод выполнены по соотношениям из работ [40, 60].

Как следует из табл.1, условия модуляционной неу-
стойчивости одной направляемой моды с положительной 
групповой скоростью (ug > 0) «инвертированы» по отно-
шению к условиям неустойчивости моды с отрицатель-
ной групповой скоростью (ug < 0) [40]. В случае варианта 
с ug > 0 (ug < 0) неустойчивость развивается только при 
положительном (отрицательном) коэффициенте Керра 
подложки n2s, носит пороговый характер (I0 > Q2/4); мак-
симальный инкремент (G max = I0) достигается в точке 
Qmax = (2I0)1/2 внутри непрерывной полосы неустойчиво-
сти DQ = 2(I0)1/2, непосредственно прилегающей к точке 
нуля поперечного волнового числа [6 – 8]. 

В случае распространения только двух мод существу-
ет три качественно различных варианта [40]. Первый со-
ответствует встречному распространению двух мод с по-
ложительной групповой скоростью (ug > 0), второй вари-
ант – встречному распространению двух мод с отрица-
тельной групповой скоростью (ug < 0). Третий вариант 
соответствует вперед или назад распространяющимся 
модам, одна из которых обладает скоростью ug > 0, а дру-
гая – скоростью ug < 0. Развитие модуляционной неустой-
чивости при встречном распространении двух мод, одна 
из которых имеет групповую скорость ug > 0, а другая – 
скорость ug < 0, полностью аналогичны третьему вариан-
ту. В любом из этих вариантов модуляционная неустой-
чивость может развиваться как при положительном ко-
эффициенте n2s > 0, так и при отрицательном n2s < 0 в по-
лосе поперечных волновых чисел DQ, непосредственно 
прилегающей к нулю.

Из табл.1 видно, что условия модуляционной неу-
стойчивости для первых двух вариантов встречного рас-
пространения двух мод также «инвертированы» по отно-
шению друг к другу. Максимальный инкремент G max для 
того знака коэффициента Керра подложки n2s, для кото-
рого возможно развитие неустойчивости при распро-
странении в пленке только одной моды, в три раза превы-
шает инкремент G max для противоположного знака n2s. 
Для n2s > 0 (n2s < 0) инкремент G max и полоса неустойчи-
вости DQ, соответствующие распространению двух 
встречных мод с групповыми скоростями ug > 0 (ug < 0), 
больше инкремента G max и полосы DQ, отвечающих рас-
пространению одной моды со скоростью ug > 0 (ug < 0). 

Табл.1.  Нормированные максимальные инкременты и параметры 
области модуляционной неустойчивости ТЕ2-мод левоориентиро-
ванной пленки на правоориентированной керровской подложке 
на частоте вблизи нуля групповой скорости.

Число мод

Параметры

n2s > 0 n2s < 0

maxG Qmax DQ maxG Qmax DQ

одна с ug > 0 1 1.41 2 0 нет нет

одна с ug < 0 0 нет нет 1 1.41 2

две с ug > 0 1.5 1.73 2.5 0.5 1 1.41

две с ug < 0 0.5 1 1.41 1.5 1.73 2.5

одна с ug > 0, 
другая с ug < 0

1.41 19.8 34.7 1.2 3.8 19.8

три 0.944 22.9 35.6 0.617 4.3 14.7

четыре 3 24.3 42.1 2.547 4.7 37.1



637Модуляционная неустойчивость при распространении трех или четырех волноводных мод...

Для n2s > 0 (n2s < 0) величины G max и DQ, соответствую-
щие распространению мод с отрицательными, ug < 0 (по-
ложительными, ug > 0) групповыми скоростями, меньше 
аналогичных величин в случае распространения одной 
моды с положительной (отрицательной) групповой ско-
ростью.

В третьем варианте одна мода, распространяющаяся 
вперед или назад, обладает скоростью ug > 0, другая 
встречно распространяющаяся мода имеет скорость ug < 
0. Этот вариант характеризуется широкой полосой моду-
ляционной неустойчивости, которая на порядок больше, 
чем в вариантах, рассмотренных выше. Величины макси-
мальных инкрементов и полосы неустойчивости, отвеча-
ющих коэффициентам n2s > 0 и n2s < 0, не очень сильно от-
личаются друг от друга. При этом точки максимума Qmax 
сильно разнесены по своему положению на оси попереч-
ных волновых чисел Q в высокочастотную и низкоча-
стотную область соответственно.

Из выполненного в разд.4 анализа следует, что пара-
метры модуляционной неустойчивости G max, Qmax и DQ, 
отвечающие двум различным вариантам распростране-
ния трех мод, практически не отличаются друг от друга 
(см. рис.2) и могут быть объединены (см. табл.1). Этому 
случаю распространения волноводных мод в пленке на 
подложке одного типа (либо с n2s > 0, либо с n2s < 0) соот-
ветствует самый низкий максимальный инкремент неу-
стойчивости из всех рассмотренных. При этом располо-
жение полосы неустойчивости DQ и точки Qmax на оси по-
перечных волновых чисел по своему характеру такое же, 
как и в третьем варианте распространения двух мод.

Из табл.1 следует, что самый высокий максимальный 
инкремент и самая широкая область неустойчивости, 
примыкающая к точке нуля поперечных волновых чисел, 
отвечает одновременному распространению четырех мод. 
Характерно, что в этом случае при n2s < 0 область неу-
стойчивости представляет собой два непересекающихся 
интервала, практически сливающихся друг с другом (см. 
рис.4,а). При n2s > 0 максимальный инкремент достигает-
ся в высокочастотной части полосы модуляционной неу-
стойчивости, а при n2s > 0 – наоборот, в низкочастотной 
части данной полосы.

В общем случае величина инкремента G  при задан-
ном числе Q будет изменяться в зависимости от коэффи-
циентов g1, g и db, которые определяются параметрами 
волновода и величиной отстройки Dw частоты взаимо-
действия w от частоты нуля групповой скорости w0 (Dw = 
w0 – w). Параметры волновода определяют спектр вол
новодных мод и их дисперсионные свойства, в том числе 
наличие частоты нуля групповой скорости моды и ее ве-
личину. Высокая эффективность взаимодействия дости-
гается за счет хорошего перекрытия пространственных 
распределений мод в подложке, что возможно при малой 
отстройке Dw << w0. Поэтому волноводные параметры в 
первую очередь определяют частоту внутримодового 
взаимодействия w. Так, значения коэффициентов g1 = 
0.965, g = 0.983 и db = 0.995, используемые в наших расче-
тах, соответствуют отстройке Dw » 2.075 ́  1011 рад/c от 
частоты нуля групповой скорости w0 » 1.87 ́  1015 рад/c 
(l0 » 1 мкм) ТЕ2-моды рассматриваемого волновода на 
основе тонкой левоориентированной пленки с воздуш-
ной покровной средой и диэлектрической подложкой со 
следующими параметрами [58 – 61]: толщина пленки h = 
330 нм, плазменная частота wp = 3.46 ́  1015 рад/с, частота 
магнитного резонанса wm = 1.63 ́  1015 рад/с, фактор за-

полнения метаматериала пленки F = 0.5, относительная 
диэлектрическая проницаемость подложки es0 = 2. При 
небольшой отстройке Dw << w0 коэффициенты g1 и g 
близки к единице независимо от параметров волновода, и 
изменение величины Dw практически не сказывается на 
величине G . 

Поскольку нелинейная связь между модами обуслов-
лена эффектом Керра, то увеличение или уменьшение ин-
тенсивности света ведет к такому же изменению инкре-
мента модуляционной неустойчивости G . Это позволяет 
добиваться практически одинаковых условий для разви-
тия модуляционной неустойчивости в волноводах с раз-
личными параметрами или в одном и том же волноводе 
для различных частот взаимодействия. В размерных 
физических единицах инкремент G , пропорциональный 
постоянной нелинейной связи между модами, для волно-
водов со специально легированной стеклянной подлож-
кой и высоким нелинейным оптическим коэффициентом 
(~10–19  м2/Вт [65, 66]) при интенсивности света порядка 
1015 Вт/м2 может достигать нескольких десятков обратных 
сантиметров [60], что согласуется с длиной мелкомас-
штабной самофокусировки, используемой при обсужде-
нии результатов анализа модуляционной неустойчивости 
направляемых мод тонкой правоориентированной плен-
ки на нелинейной подложке, выполненного в работе [67]. 

6. Заключение

Таким образом, в тонкой левоориентированной плен-
ке на правоориентированной подложке с эффектом 
Керра одновременное распространение четырех ТЕ2-мод 
одной частоты с неизменным поперечным распределени-
ем их электромагнитных полей становится возможным 
вблизи частоты нуля групповой скорости только при со-
гласовании интенсивностей мод. Причиной такого согла-
сования при распространении четырех мод является 
вклад процесса пространственно-параметрического сме-
шения, который отсутствует в случаях распространения 
меньшего числа мод. Это условие может быть выполнено 
для различных наборов интенсивностей четырех мод, в 
том числе сильно отличающихся по величине при задан-
ной суммарной интенсивности. Распространение четырех 
мод может вырождаться в распространение трех, двух 
или одной моды в предельных случаях пренебрежимо ма-
лых интенсивностей некоторых мод.

Развитие модуляционной неустойчивости ТЕ2-мод в 
рассматриваемом случае зависит от числа вперед и назад 
распространяющихся мод, каждая из которых может об-
ладать не только положительной групповой скоростью 
(ug > 0), совпадающей по направлению с фазовой, но и от-
рицательной (ug < 0), противоположной направлению фа-
зовой. Модуляционная неустойчивость при распростра-
нении одной моды со скоростью ug > 0 или со скоростью 
ug < 0 развивается только при положительном (n2s > 0) не-
линейном оптическом коэффициенте подложки или толь-
ко при отрицательном (n2s < 0) соответственно. При рас-
пространении большего числа любых мод неустойчи-
вость может развиваться и при n2s > 0, и при n2s < 0. 

Условия развития модуляционной неустойчивости 
одной или двух мод с положительными групповыми ско-
ростями при n2s > 0 (n2s < 0) совпадают с аналогичными 
условиями неустойчивости одной или двух мод с отрица-
тельными групповыми скоростями, но, наоборот, при 
n2s < 0 (n2s > 0). Такая инверсия не характерна при одно-
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временном распространении мод с положительной и от-
рицательной групповой скоростью; это в первую очередь 
обусловлено тем, что постоянные распространения мод с 
групповой скоростью ug > 0 меньше постоянных распро-
странения мод со скоростью ug < 0.

Область поперечных волновых чисел, в которой ин-
кремент модуляционной неустойчивости отличен от нуля, 
в различных случаях одновременного распространения 
двух, трех или четырех волноводных мод с положитель-
ной и отрицательной групповой скоростью и равными 
интенсивностями при заданной суммарной интенсивно-
сти на порядок шире, чем в случаях распространения 
одной или двух мод, обладающих только положительны-
ми (ug > 0) или отрицательными (ug < 0) групповыми ско-
ростями. Эта область является непрерывным интервалом 
в случаях одновременного распространения мод с проти-
воположными по знаку скоростями (ug > 0 и ug < 0) в 
пленке на подложке с керровским коэффициентом n2s > 0. 
При распространении таких мод в пленке на подложке с 
коэффициентом n2s < 0 эта область является объединени-
ем интервалов, непересекающихся между собой. При 
этом для подложки с коэффициентом n2s > 0 максималь-
ный инкремент достигается в высокочастотной части об-
ласти модуляционной неустойчивости, а для подложки с 
коэффициентом n2s < 0 – в низкочастотной части такой 
области. Из всех вариантов распространения волновод-
ных ТЕ2-мод в тонкой левоориентированной пленке на 
правоориентированной подложке с эффектом Керра мак-
симальный инкремент модуляционной неустойчивости 
достигается при распространении четырех волноводных 
мод равной интенсивности. 

В рассмотренном случае тонкой левоориентирован-
ной пленки на правоориентированной подложке моды 
ТЕ- и ТМ-типа с модовым индексом больше двух имеют 
качественно похожие дисперсионные свойства. Поэтому 
для всех этих мод будут характерны рассмотренные выше 
качественные особенности модуляционной неустойчиво-
сти, обусловленные нелинейным оптическим откликом 
подложки керровского типа.

Следует отметить, что пространственная модуляци-
онная неустойчивость плоских световых волн в объемных 
правоориентированных средах, отличающихся знаком 
коэффициента Керра, как и аналогичная неустойчивость 
в объемных левоориентированных метаматериалах, также 
отличающихся знаком этого коэффициента, может быть 
реализована в одной и той же тонкой левоориентиро
ванной пленке на правоориентированной подложке с 
произвольным знаком керровского коэффициента за счет 
возбуждения в ней волноводных мод или с положитель-
ными, или с отрицательными групповыми скоростями. 
Пространственная модуляционная неустойчивость, раз-
вивающаяся при различных вариантах распространения 
двух волноводных мод такой пленки, или трех мод, или 
четырех, одна часть из которых обладает положительной 
групповой скоростью, а другая часть – отрицательной 
групповой скоростью, не может быть реализована в 
объеме.

Работа выполнена при частичной поддержке Про
граммы повышения конкурентоспособности ТПУ.

Приложение

Ниже приведены элементы матрицы, собственными 
значениями которой являются продольные волновые 

числа K амплитудных возмущений четырех волноводных 
мод тонкой левоориентированной пленки на керровской 
правоориентированной подложке.
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