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1. Введение

В задачах адаптивной оптики в качестве корректиру-
ющего элемента, который осуществляет воздействие на 
волновой фронт светового излучения, часто использует-
ся дeформируемое зеркало (ДЗ). Самой важной характе-
ристикой ДЗ является его пространственное разреше-
ние, которое показывает, какие аберрации (формы ис-
кажений и их характерные частоты) способно отраба-
тывать данное зеркало. Качество воспроизведения 
зеркалом заданной геометрии поверхности главным 
образом определяется функциями влияния его приво-
дов (альтернативный термин – функции отклика по-
верхности) [1]. Каждая функция влияния привода пред-
ставляет собой поперечное смещение отражающей по-
верхности зеркала при подаче единичного сигнала на 
данный привод.

Прямоугольные и квадратные ДЗ со свободными кра-
ями и стержневыми пьезоприводами получили широкое 
распространение при решении различных задач адаптив-
ной оптики применительно к технологическим лазерам 
[2], системам направленной энергии [3], установкам ла-
зерного термоядерного синтеза [2]. В частности, в мощ-
ных лазерных установках широко распространены ква-
дратные и прямоугольные ДЗ, повторяющие по форме 
поперечное сечение соответствующего лазерного резона-
тора или активной зоны [4, 5]. К настоящему времени 
корректный аналитический расчет функций влияния при-
водов таких зеркал (в упрощенной модели сосредоточен-
ных воздействий) отсутствует. Для зеркал с круглой под-

ложкой соответствующие решения были получены в ра-
ботах [6 – 8].

Расчет функций влияния приводов ДЗ необходим на 
этапе проектирования зеркала. При этом важно выбрать 
не только его геометрические параметры и материалы, но 
и число и план расположения управляющих приводов. Ча
сто для упрощения расчетов и оценок вместо рассчитан-
ных функций влияния стержневых пьезоприводов исполь-
зуют гауссову или супергауссову функцию [2]. Такое при-
ближение может неплохо описывать функции влияния 
приводов в центральной части ДЗ, но хуже выполняется на 
периферии. Кроме того, имеется принципиальное разли-
чие между гауссовой/супергауссовой функцией и функци-
ей влияния, точно рассчитанной по уравнениям теории 
упругости. Оно заключается в том, что у последней ради-
альный прогиб зеркала под действием приводов может 
иметь небольшие отрицательные значения [2, 9]. Вдобавок 
у точной функции есть выраженная периодичность в ази-
мутальном направлении. Число азимутальных периодов 
определяется геометрией расположения окружающих при-
водов. В связи с этим вид функции Гаусса для аппроксима-
ции реальной функции влияния дополнительно модифици-
руют [10]. Однако при возможности выполнения прямого 
расчета функций влияния отпадает необходимость исполь-
зовать специфические приближения и уточнения.

Трудность нахождения точного решения для зеркал 
прямоугольной формы связана с тем, что в случае сво-
бодных краев для мод собственных колебаний, по кото-
рым удобно раскладывать функцию прогиба, не суще-
ствует конечного аналитического выражения в известных 
функциях. Тем не менее стоит отметить, что в статье 
С.О.Папкова [11] было получено асимптотически точное 
аналитическое решение для мод собственных колебаний 
в виде ряда Фурье. В работах [12, 13] авторы рассматрива-
ют приближенный аналитический подход к расчету мод и 
собственных частот поперечных колебаний тонкой пря-
моугольной пластины со свободными краями. Особен
ность рассмотрения заключается в разделении мод на 
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«обычные» и «пропущенные». Обычные аппроксимиру-
ются произведениями мод стержней со свободными кон-
цами, расположенных в двух взаимно перпендикулярных 
направлениях (параллельных сторонам пластины), а про-
пущенные представляют собой сумму или разность таких 
произведений. В [12], в частности, при вычислении частот 
колебаний и коэффициентов, определяющих форму соб-
ственных мод, на каждом крае пластины рассматривают 
усредненное граничное условие.

В работах [14, 15] для аналитического расчета прогиба 
прямоугольного зеркала со свободными краями в каче-
стве базисных функций используется ряд с элементами в 
виде произведения мод собственных колебаний стержней 
со свободными концами, расположенных в двух взаимно 
перпендикулярных направлениях (параллельных сторо-
нам пластины). Однако такой подход является довольно 
грубой аппроксимацией, т. к. данные функции не удо-
влетворяют (в [15] ошибочно указано, что удовлетворя-
ют) граничным условиям на свободных краях прямо
угольной пластины. Как следствие, точность расчета с 
помощью таких функций недостаточно высока, а в слу-
чае уменьшения числа приводов решение и вовсе «разва-
ливается».

Для того чтобы упростить использование базисных 
функций, в настоящей работе предлагается новый числен
но-аналитический метод расчета прогиба ДЗ. В рассма-
триваемой модели сосредоточенных воздействий вместо 
аналитически полученных используются численно рас-
считанные моды и частоты собственных колебаний, ко-
торые подставляются в формулы для аналитической ча-
сти решения, как было предложено нами для случая кру-
глого зеркала в [8]. В настоящее время методом конечных 
элементов (МКЭ) можно легко выполнить необходимый 
предварительный численный расчет. Как будет показано 
ниже, точность данного подхода очень высока. Также из 
математического рассмотрения задачи будет видно, что 
предлагаемый метод без труда обобщается на случай тон-
кой пластины (при необходимости и ортотропной) лю-
бой формы и с произвольными условиями закрепления 
на границе.

2. Математическая формулировка задачи

Прогиб w(x, y) упругой прямоугольной однородной 
тонкой пластины при воздействии распределенного дав-
ления q(x, y) подчиняется неоднородному бигармоничес
кому уравнению [16]
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где x и y – координаты вдоль сторон пластины; E и n – мо-
дуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины 
соответственно; h – толщина пластины; D (в Н ∙ м) – ее ци-
линдрическая жесткость, которая определяет пропорцио-
нальную зависимость между изгибающими моментами и 
величинами кривизны пластины и характеризует способ-
ность пластины сопротивляться изгибу.

Для свободных краев пластины со сторонами длина-
ми 2а и 2b, центр которой находится в начале координат, 
граничные условия имеют вид [16]
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и, соответственно, такой же вид при перестановке x « y и 
замене a « b.

При этих граничных условиях перекрестный член в 
левой части уравнения (1) препятствует использованию 
метода разделения переменных, и решение типа решения 
Навье, как для случая свободно опертой прямоугольной 
пластины [16], получить не удается. 

Давление, производимое на пластину сосредоточен-
ными силами от приводов, можно представить в виде
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где F0 – внутренняя растягивающая сила в активном при-
воде с номером j0 (на который подается электрическое 
напряжение); na – число приводов (актюаторов); xj, yj – 
координаты j-го привода; Kj – его жесткость; wj – дефор-
мация j-го привода; d – дельта-функция Дирака. Требуется 
определить функцию w(x, y) при (x, y) Î [– a, a] ´ [– b, b]. 
Математическая особенность данной задачи состоит в 
том, что правая часть уравнения (1), записанная с исполь-
зованием выражения (3), содержит заранее неизвестные 
значения wj.

3. Решение в виде ряда Фурье

Решение уравнения (1) можно искать в виде ряда 
Фурье по собственным модам поперечных колебаний 
рассматриваемой пластины:
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где ai – искомые коэффициенты, а базис {Wi} содержит в 
том числе и так называемые моды абсолютно твердого 
тела – параллельное поперечное смещение и наклоны по 
двум взаимно перпендикулярным осям x и y.

При собственном гармоническом колебании пласти-
ны w(x, y, t) = W(x, y)sinwt с циклической частотой w вы-
бранная мода W удовлетворяет уравнению [17]
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где r – плотность материала пластины. Перепишем это 
уравнение, введя новое обозначение:

( ) ( ), ,W x y W x y*4 l=d ,	 (5)

где /Dh* 2l r w=  – собственное значение, соответствую-
щее рассматриваемой моде для пластины сo сторонами 
длинами 2a и 2b. Таким образом, каждая базисная функ-
ция Wi (x, y) в выражении (4) удовлетворяет уравнению (5) 
со своим собственным значением *li  (для мод абсолютно 
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твердого тела собственные значения равны нулю). Все ба-
зисные функции также удовлетворяют граничным усло-
виям (2). Кроме того, из общей теории [17] следует, что 
выбранная для разложения прогиба система мод является 
ортогональной и ее дополнительно удобно нормировать 
на площадь пластины:

a
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где d – символ Кронекера.
После подстановки в левую часть уравнения (1) разло-

жения (4) имеем выражение 
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Таким образом, с учетом (3) и (6) уравнение (1) запишет-
ся в виде
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Умножим формулу (7) на один из базисных элементов 
Wi0(x, y) и подействуем на полученное соотношение опе-
ратором d dx yba

ba --
yy . Тогда вследствие ортонормирован-

ности базисных функций и селективного свойства 
d-функции имеем равенство
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Система уравнений (8) при разных значениях индекса i0 
всегда будет содержать na дополнительных неизвестных 
wj. Для того чтобы дополнить эти соотношения недоста-
ющими уравнениями, следует воспользоваться так назы-
ваемыми самосогласованными условиями, выражающи-
ми кинематическую связь в системе – равенство растяже-
ния/сжатия j-го привода и поперечного прогиба пласти-
ны в точке расположения привода. Непосредственно из 
(4) получаем выражение
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Введем следующие обозначения: ( ) ( , )W j W x yi i j j/  и Di0 (i) 
4abD *

i i i0/ d l . Тогда уравнения (9) и (8) можно записать в 
виде единой системы линейных алгебраических уравне-
ний (при разных значениях индекса j в первом и индекса 
i0 во втором соотношениях):
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Количество первых уравнений в (10) равно числу приво-
дов na, а количество вторых уравнений может быть взято 
сколь угодно большим, но при этом число неизвестных в 

полной системе всегда будет равно числу уравнений. 
Столбец, относительно которого нужно разрешить систе-
му, выглядит следующим образом:

... ... ...WA w w in1 a a a a= 0 1
T^ h .

Таким образом, соотношения (10) представляют со-
бой решение поставленной математической задачи в не-
явном виде. Чтобы в практических расчетах получить яв-
ное выражение для неизвестных коэффициентов (с очень 
малым, но ненулевым отклонением от истинных значе-
ний) нужно ограничить число рассматриваемых соб-
ственных мод до некоторого максимального номера ir  и 
обратить матрицу системы:

"MA WA FD WA MA FD1$ $= = - ,	 (11)

где матрицу системы и столбец свободных членов удобно 
представить в виде блоков:
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где Ina  – единичная матрица порядка na;

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

WW

W
W

W n

W
W

W n

W
W

W n

1
2

1
2

1
2

a a a

i

i

i

0

0

0

1

1

1

h h h

f

f

j

f

=

r

r

r

J

L

K
K
K
K

N

P

O
O
O
O
;

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

KW

K W
K W

K W

K W
K W

K W

K W n
K W n

K W n

1
1

1

2
2

2

a

a

ai i

n

n

n i

01

1 1

1

2 0

2 1

2

0

1

a

a

a

h h h

f

f

j

f

=

r r r

J

L

K
K
K
K

N

P

O
O
O
O
;

1
1

1

i
i

i

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

DL

0
0

0i i i

0 0

1

h h h

g
g
j
g

D
D

D

D
D

D

D
D

D

=
1 1

0 r

r

rr r r

J

L

K
K
K
KK

N

P

O
O
O
OO
;

naq  – нулевой столбец высоты na;

( ( ) ( ) ... ( ))FD W j W j j2 0 0 0 T
i1= 0 W r .

Из полученной аналитической части решения видно, что 
для нахождения неизвестных коэффициентов необходи-
мо подставить в матрицы значения собственных частот 
колебаний пластины, а также значения поперечных коор-
динат мод в точках расположения каждого привода. В 
нашем подходе расчет этих величин проводится с по
мощью МКЭ.

Для выполнения численных расчетов применялся про-
граммный комплекс ANSYS. Пластина моделировалась 
объектом типа Surface Body, имеющим заданные толщи-
ну и значения физических констант. Использовалась под-
робная сетка из квадратных элементов с большим числом 
разбиений по обеим сторонам пластины (элемент разме-
ром 2 ´ 2 мм). Тип элемента – SHELL181. Таким образом, 
построенная сетка (рис.1) имеет принципиально самое 
высокое качество (с параметрами Element Quality, Aspect 
Ratio и Orthogonal Quality, равными единице, и параме-
тром Skewness, равным нулю), что позволяет провести 
численные расчеты с высокой точностью. Из полученно-
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го набора вычисленных в ANSYS мод и соответствую-
щих им частот следует исключить те, что отвечают коле-
баниям пластины в своей плоскости.

4. Сравнение численно-аналитического решения 
с решением целиком посредством МКЭ

Для примера рассмотрим модель подложки и приводов 
ДЗ, аналогичного тому, которое используется в проекте 
NIF [18], со следующими значениями параметров (материал 
пластины зеркала – оптическое стекло BK7): a = b = 240 мм, 
h = 9 мм, E = 82 ГПа, n = 0.206, na = 39, F0 = 400 Н. Жесткость 
угловых приводов Kcorner = 60 Н/мкм, жесткость приво
дов вдоль сторон Kside = 45 Н/мкм, жесткость внутренних 
приводов Kinside = 30 Н/мкм. План расположения приводов 
с нумерацией характерных из них показан на рис.2,а. 

Предварительно в ANSYS были рассчитаны соб-
ственные моды, часть из них отброшена как моды коле-
баний в плоскости пластины. В итоге ряд (4) был просум-
мирован до максимального значения .i 211=r  На рис.3 
изображены некоторые аналитически рассчитанные функ
ции влияния характерных приводов.

Для верификации полученного результата данная за-
дача была решена целиком посредством МКЭ в системе 
ANSYS (3D-модель показана на рис.2,б). Пластина моде-
лировалась объектом Surface body прямоугольной фор-
мы с заданными значениями толщины и физических кон-

стант. В качестве конечных элементов использовались эле-
менты SHELL181, а в качестве приводов – объекты Spring 
с заданной жесткостью, расположенные согласно рассма-
триваемому плану и упирающиеся обратной стороной в 
абсолютно жесткое основание. Для того чтобы избежать 
сингулярности в точках крепления приводов к пластине, 
контакты между нею и пружинами выполнены в виде 
кружков диаметром 10 мм. Выбрана сетка разбиения с до-
статочно высокой плотностью со сгущением в кружках 
(число узлов 43170, число элементов 85954). На рис.4 при-
ведена гистограмма, отображающая для функции влия-
ния каждого характерного привода зеркала NIF разность 
полученного численно-аналитического решения и ре-
зультата расчета целиком посредством МКЭ. Видно, что 
эти разности, оцененные по критериям среднеквадра-
тичного отклонения (СКО) и размаха (peak-to-valley 
(PV)), малы по меркам точности, предъявляемой в задачах 
адаптивной оптики.

Аналогичные результаты получены для сравнительно 
плотного (рис.5,а – в) и разреженного (рис.5,г – е) планов 
расположения приводов; были взяты пластины с разным 
соотношением сторон, а также с различными коэффици-
ентами Пуассона (при неизменном модуле Юнга) из диа-
пазона, в котором варьируются значения для большин-
ства используемых материалов: 0.025 для бериллия, 0.206 
для стекла BK7 и 0.4 для оптических стекол некоторых 
других марок [19]. Результаты сопоставления предложен-
ного решения и результатов расчетов целиком посред-
ством МКЭ по критериям СКО и PV приведены в табл.1.

Помимо верификационных расчетов по МКЭ была 
проведена дополнительная проверка корректности дан-
ного подхода. Для случая, когда жесткости всех приво-
дов одинаковы, были просуммированы все рассчитан-
ные функции влияния при одинаковой внутренней силе. 
Суперпозиция полученных профилей оказалась в точно-
сти совпадающей с параллельным поперечным смеще-
нием пластины на величину, равную отношению силы к 
жесткости привода (рис.6). Таким образом, отсутствует 
так называемая ошибка совместного действия (pinning 
error [1]). Также была выполнена вторая проверка – на 
выполнение условий равновесия, т. е. равенства нулю 
суммы всех сил со стороны приводов и их моментов 
относительно двух взаимно перпендикулярных осей. 
Данные условия не использовались в процессе нахожде-
ния решения, но автоматически идеально выполняются:

Рис.2.  План расположения приводов зеркала NIF (а) и 3D-модель зеркала в ANSYS (б). 

Рис.1.  Фрагмент конечно-элементной модели для расчета соб-
ственных мод и частот колебаний пластины.
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Из табл.1 видно, что разности решений предлагае- 
мым методом и результатов расчетов целиком посред-

Рис.3.  Функции влияния некоторых характерных приводов зеркала NIF: привод 1 (а), 12 (б), 9 (в) и 4 (г).

Табл.1.  Данные верификационного сравнения результатов чис
ленно-аналитических расчетов и расчетов целиком посредством 
МКЭ для разных ДЗ. 

Параметры зеркала Критерий сравнения

размер пла- 
стины (мм)

коэффициент 
Пуассона v

число при- 
водов na

СКО (%) PV (%)

400 ´ 400 ´ 9 0.4 49 1.8 ± 0.5 3.1 ± 0.6

400 ´ 400 ´ 9 0.206 49 1.9 ± 0.4 3.0 ± 0.4

400 ´ 400 ´ 9 0.025 49 1.8 ± 0.5 2.8 ± 0.6

300 ´ 400 ´ 9 0.4 49 2.0 ± 0.4 3.5 ± 0.6

300 ´ 400 ´ 9 0.206 49 2.0 ± 0.4 3.4 ± 0.7

300 ´ 400 ´ 9 0.025 49 2.0 ± 0.5 3.2 ± 0.8

200 ´ 400 ´ 9 0.4 49 2.1 ± 0.4 4.1 ± 0.8

200 ´ 400 ´ 9 0.206 49 2.1 ± 0.4 4.0 ± 0.9

200 ´ 400 ´ 9 0.025 49 2.2 ± 0.5 4.0 ± 0.9

400 ´ 400 ´ 9 0.4 16 0.33 ± 0.10 0.75 ± 0.22

400 ´ 400 ´ 9 0.206 16 0.34 ± 0.09 0.72 ± 0.22

400 ´ 400 ´ 9 0.025 16 0.38 ± 0.13 0.68 ± 0.22

300 ´ 400 ´ 9 0.4 28 1.1 ± 0.4 2.3 ± 0.8

300 ´ 400 ´ 9 0.206 28 1.1 ± 0.4 2.0 ± 0.7

300 ´ 400 ´ 9 0.025 28 1.1 ± 0.4 1.9 ± 0.7

200 ´ 400 ´ 9 0.4 28 1.1 ± 0.3 2.6 ± 0.7

200 ´ 400 ´ 9 0.206 28 1.1 ± 0.3 2.3 ± 0.7

200 ´ 400 ´ 9 0.025 28 1.2 ± 0.3 2.3 ± 0.7

Рис.4.  Гистограмма, отображающая для функции влияния каждо-
го характерного привода зеркала NIF разность полученных чис
ленно-аналитических решений и результатов расчетов целиком по-
средством МКЭ.
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ством МКЭ составили 0.3  % – 2.2 % по критерию СКО и 
0.7  % – 4.1 % по критерию PV. Как и следовало ожидать, 
при менее плотном расположении приводов решение по-
лучается более точным. Ошибка расчета для приводов 
вблизи края зеркала меньше, чем для внутренних приво-
дов, т. к. при деформации края более высокочастотные 
моды возбуждаются слабее (поэтому для внутренних при-
водов желательно брать частичную сумму ряда с бóльшим 
числом членов). Отметим следующую тенденцию: для 
бóльших значений коэффициента Пуассона материала 
пластины значение PV вычисляется на десятые доли про-
цента менее точно. Кроме того, результаты верификации 
позволяют констатировать, что используемая модель со-
средоточенных воздействий подходит для описания с вы-

сокой точностью воздействия пьезопривода с толкателем 
малого поперечного сечения на подложку зеркала. 

5. Обсуждение метода

В отличие от существующих подходов [7, 14, 15], кото-
рые приводят к значительным ошибкам при расчете, а 
при малом числе приводов и вовсе неудовлетворительны, 
т. к. базируются на частично неверных предположениях, 
предложенный метод позволяет рассчитывать прогиб 
прямоугольного деформируемого зеркала с очень высо-
кой точностью. Используемые в решении численно полу-
ченные моды собственных колебаний тонкой прямо­
угольной пластины можно с высокой точностью вычис-

Рис.5.  Планы с высокой, средней и низкой плотностями расположения приводов для верификационных расчетов.

Рис.6.  Иллюстрация равенства суммы функций влияния всех приводов параллельному поперечному смещению пластины.
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лять с помощью МКЭ – для их геометрии построенная 
сетка обладает принципиально самым высоким каче-
ством. Если же решать поставленную задачу целиком по-
средством МКЭ, то сетка будет уже неидеальной, т. к. 
должна учитывать зоны соприкосновения пластины с 
толкателями.

Предложенный метод вычисления функций влияния 
приводов ДЗ является общим и может быть использован 
для случая тонкой пластины любой формы, а также для 
произвольных граничных условий закрепления, т. е. ког-
да заведомо нельзя получить аналитическое решение. В 
частности, если зеркало крепится в трех или четырех точ-
ках для того, чтобы дополнительно поворачиваться (кор-
ректировать наклоны волнового фронта падающего из-
лучения), то тогда наиболее общим способом расчета бу-
дет предлагаемый метод. Он также может дать более вы-
сокую точность, чем при использовании целиком одного 
МКЭ, если некоторые приводы расположены близко к 
месту закрепления. Это связано с тем, что из-за высоких 
градиентов напряжений расчет по МКЭ в таких случаях 
может приводить к заметным ошибкам, а в нашем подхо-
де используются моды колебаний, которые получены для 
одной пластины без приводов. Поэтому возникновения 
сингулярностей удается избежать.

6. Заключение

В настоящей работе предложен новый численно-
аналитический метод расчета функций влияния приводов 
прямоугольного деформируемого зеркала со свободны-
ми краями на дискретных пьезоприводах. Уравнение для 
прогиба пластины решается аналитически в модели со-
средоточенных воздействий методом разложения прогиба 
в ряд Фурье по модам собственных поперечных колеба-
ний пластины. При этом применяются самосогласован-
ные условия для деформации пластины и пьезоприводов. 
Неизвестные собственные частоты и формы колебаний 
берутся из численного расчета мод тонкой прямоуголь-
ной пластины по МКЭ. Результаты вычисления новым 
способом функций влияния приводов были верифициро-
ваны путем сравнения с решением целиком посредством 
МКЭ в программном комплексе ANSYS.

Часто для задач адаптивной оптики на первом этапе 
выбираются геометрия подложки зеркала и ее материал. 
Поэтому удобство представленного метода для проекти-
рования и оптимизации конструкции заключается в том, 
что для вычисления функций влияния приводов доста-
точно рассчитать моды собственных колебаний пласти-
ны для выбранных материала, геометрии и способа за-
крепления на границе. Далее остается подставлять в рас-
четные формулы любой план расположения приводов, их 
жесткости, а также можно менять толщину пластины 
(временные частоты при этом пересчитываются прямо 
пропорционально толщине). Таким образом, предложен-
ный подход позволяет существенно упростить и ускорить 
этап проектирования ДЗ для поставленной задачи.
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