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1. Введение

Влияние запаздывания в цепи обратной связи на ди-
намику лазеров впервые изучалось еще в 1965 г. в работе 
[1], в которой это запаздывание моделировало конечное 
время релаксации внутрирезонаторного насыщающегося 
поглотителя; впоследствии в этих целях использовались 
более обоснованные модели. С начала 1970-х гг. дина
мика лазеров с реальным оптическим запаздыванием ис-
следовалась для лазеров с частотной дисперсией, ярко 
проявляющейся при наличии дополнительных зеркал. В 
работе [2] было выведено управляющее уравнение интег
рального типа для временной динамики медленно меня-
ющейся амплитуды поля для лазера с частотной диспер-
сией зеркала. На основе этого уравнения для лазера с до-
полнительным зеркалом была предсказана возможность 
неустойчивости стационарного (одномодового) режима 
лазера класса B (твердотельные лазеры). Неустойчивость 
возникает за счет того, что боковые спектральные ком
поненты излучения обычно слабо затухающих релакса
ционных колебаний таких лазеров вследствие дисперсии 
могут обладать меньшими потерями, чем основная (цент
ральная) частота, что и компенсирует их затухание. Ин
тересное проявление дисперсии, согласно [2], состоит так-
же в возможности достижения «почти непрерывного» 
(сплошного) спектра генерации продольных мод лазера, 
но эта тема выходит за рамки обсуждаемого в настоящей 
статье вопроса.

Как указано в работе [3], из формул, приведенных в 
[2], в случае малых коэффициентов отражения дополни-
тельного зеркала следует более простое управляющее 
уравнение с запаздывающим аргументом. В этом случае 
оправдан учет лишь однократных отражений от дополни
тельного зеркала. В конце 1970-х гг. уравнение с запазды-
ванием предложено для описания динамики пассивного 

нелинейного интерферометра с когерентным поддер
живающим излучением [4]. В этом случае время запазды-
вания совпадает с временем пробега света через интер
ферометр. На основе этого уравнения в [4] была также 
предсказана возможность неустойчивости стационарно-
го режима и продемонстрированы разнообразные неста-
ционарные режимы, вплоть до хаотических.

В 1980-х гг., вслед за публикацией [5], проводились 
теоретические и экспериментальные исследования режи-
мов полупроводниковых лазеров с дополнительным зер-
калом. Эти исследования интенсивно продолжаются до 
сих пор (см., напр., [6 – 8]). Укажем также, что управляю-
щее уравнение с запаздыванием используется и для опи-
сания режимов самосинхронизации мод лазера [9].

Возвращаясь к задаче о динамике одномодового лазе-
ра с дополнительным зеркалом, отметим следующее об-
стоятельство. Управляющее уравнение с запаздыванием 
естественным образом возникает для лазера с внешним 
дополнительным зеркалом (рис.1,а), причем запаздыва-
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УПРАВЛЕНИЕ ПАРАМЕТРАМИ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Рис.1.  Схемы лазера с дополнительным внешним (а) и внутренним 
(б) зеркалом:	
1 и 2 – зеркала основного резонатора; 3 – дополнительное зеркало; 
G – активный элемент (с лазерным усилением). Длина основного 
резонатора L, дополнительное зеркало 3 отстоит на расстояние l 
от зеркала 2.
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ние совпадает с временем пробега света между этим зер-
калом и одним из основных зеркал резонатора. Однако 
если дополнительное зеркало находится внутри резона-
тора (его роль могут играть паразитные отражения от 
торцов активного элемента), то, казалось бы, запаздыва-
ние должно сменяться опережением. Несмотря на то что 
некоторые типы дифференциальных уравнений с опере-
жающим аргументом или одновременно с запаздываю-
щим и опережающим аргументами возникают в ряде за-
дач и могут иметь корректные решения [10 – 12], в рас
сматриваемом случае они приводят к физически непри-
емлемым режимам нарастания поля уже в пассивном (без 
активной среды) резонаторе (см. ниже). Это вызывает не-
обходимость вывода более полного управляющего урав-
нения, справедливого и в случае лазера с внутренним до-
полнительным зеркалом. Именно это и служит основной 
задачей настоящего сообщения.

2. Пустой резонатор с дополнительным 
зеркалом

Поскольку «геометрическое» запаздывание не связа-
но с видом активной среды, рассмотрим сначала пустой 
резонатор, т. е. схемы на рис.1,а и б, в которых активный 
элемент G отсутствует. Считаем основные зеркала 1 и 2 
высокоотражающими, а коэффициент отражения допол-
нительного зеркала 3 малым, что позволяет учитывать 
только однократные отражения от него. В пренебреже-
нии частотной дисперсией зеркал уравнение динамики 
напряженности электрического поля Eu , например, вбли-
зи зеркала 1, для обеих схем можно записать единооб
разно:

( ) ( ) ( ) ( )E t E t E t E t0 0 1 0 2 0r t r t t r t t= - + - + + - -u u u u .	 (1)

Здесь t0 = 2L/c – время пробега света через основной резо-
натор; t = 2l/c – время пробега света через дополнитель-
ный резонатор с зеркалами 2 и 3, причем для схемы на 
рис.1,б t < t0. Смысл коэффициентов rj (  j = 0, 1, 2) в схе-
мах различен. Для первой схемы (рис.1,а) r0 = r1 r2 – про-
изведение амплитудных коэффициентов отражения ос
новных зеркал 1 и 2 (считаем r0 > 0 и 1 – r0 <<  1), r1 = 0 и 
r2 = r1 r3t2

2, где t2 – амплитудный коэффициент пропуска-
ния зеркала 2. Для второй схемы (рис.1,б) r0 = r1 r2t3

2, r1 = 
r1 r3 и r2 = r1 r3r2

2t3
2,  t3 – амплитудный коэффициент пропу-

скания зеркала 3. Из сравнения коэффициентов r1 и r2 в 
этих двух схемах с учетом соотношений |r3|2 <<  1, |t3|2  = 
1 – |r3|2 ~ 1 следует, что дополнительное зеркало оказыва-
ет больший эффект в случае внутрирезонаторного распо-
ложения. В предельном случае идеально отражающего 
зеркала 2 в первой из схем дополнительное зеркало вооб-
ще не влияет на генерацию, тогда как для второй схемы 
роль этого зеркала только усиливается. 

Введем несущую частоту w0, которая совпадает с 
частотой продольной моды основного резонатора, так 
что exp(– iw0t0) = 1, и огибающую E(t) соотношением

( ) [ ( ) ( )]Re exp iE t E t t0w= -u .	 (2)

Тогда (1) записывается как

( ) ( ) ( ) ( )exp iE t E t E t0 0 1 0 0r t r w t t t= - + - - +

	 ( ) ( )exp i E t2 0 0r w t t t+ - - .	 (3)

От этого «точного» уравнения перейдем к приближенно-
му, полагая, что за один проход через основной резона-
тор огибающая меняется мало:

d
d

E t
E1  <<  2

0

p
t .

Тогда можно использовать соотношение

E(t) » ( )
d
dE t
T
E

t
0 0t t- + ,

ввиду чего управляющее уравнение становится диффе
ренциально-разностным:

(1 ) ( ) ( ) ( )exp
d
d i
t
E E t E t0 0 0 1 0 0t r t r w t t t=- - - + - - +

	 ( ) ( )exp i E t2 0 0r w t t t+ - - .	 (4)

Чтобы получить из уравнения (4) предложенное в [3] 
управляющее уравнение для лазера с внешним дополни-
тельным зеркалом, в правой части (4) следует положить 
t0 = 0. При этом в случае зеркала внутри резонатора воз-
никнет член, описывающий опережение (время пробега 
света в резонаторе с зеркалами 1 и 3 меньше, чем в основ-
ном резонаторе). Можно показать, что это ведет к само-
возбуждению пустого резонатора даже при малых вели-
чинах t. В уравнении же (4) присутствует только запаз
дывание.

Таким образом, важной проверкой корректности 
управляющего уравнения является отсутствие самовоз-
буждения пустого резонатора (для уравнения с опереже-
нием самовозбуждение имеет место). Для этого ищем ре-
шение (4) в виде E(t) = E0 exp( pt) и получаем характери-
стическое уравнение для p:

pt0 = – (1 – r0) exp(– pt0) + r1 exp(– iw0t)

	 ´  exp[ – p(t0 – t)] + r2 exp( iw0t)exp[ – p(t0 + t)].	 (5)

Если положить Re p > 0, что означало бы неустойчи-
вость, то вещественная часть левой части (5) будет поло-
жительной, а правой части – отрицательной при есте-
ственном условии

| r1| + | r2| < 1 – r0.	 (6)

Поэтому самовозбуждение резонатора в рамках (4) ис-
ключено.

3. Лазер с дополнительным зеркалом

Введение активной среды в управляющее уравнение в 
рамках точечной модели среды или приближения средне-
го поля в случае лазера класса B (твердотельного или по-
лупроводникового лазера) приводит к следующей моди-
фикации уравнения (4):

{[1 (1 ) ] ( ) ( )exp
d
d i i
t
E

Q
n E t

2
1 0

0 1 0
w a t e w t+ - - - + -

	 ( ) ( ) ( )}exp iE t E t 00 2 0 0t t e w t t t# - + + - - = ,

[ ( | | ) ]
d
d
t
n n E1 02g h+ + - = .	

(7)
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Здесь огибающая E нормирована на амплитуду насыще-
ния; n – отношение разности населенностей рабочих 
уровней к пороговому значению; h – отношение накачки 
к ее пороговому значению; g – обратное время жизни на-
селенности; смысл безразмерных параметров Q (доброт-
ность основного резонатора), e1 и e2 очевиден из сравне-
ния (4) и (7). Параметр a (так называемый альфа-фактор) 
[13, 14] учитывает частотную зависимость показателя 
преломления (точнее, его зависимость от населенности) и 
важен для некоторых типов полупроводниковых лазеров, 
тогда как для традиционных твердотельных лазеров 
можно считать a = 0.

В стационарном режиме n = ns, E = Asexp(– idwst), где 
ns, As, dws = const. Из (7) следует

[1 (1 ) ] ( )expi i i
Q

n
2
1

s s s
0

0d dw w a w t- + - -

	 { [ ( )]exp i i
Q2

1
s

0
1 0 0dw e w t w t t+ - + -

	 [ ( )]} 0exp i i s2 0 0de w t w t t+ + + = ,	 (8)

(1 | | )n As s
2 h+ = .

Первое из этих уравнений позволяет найти частотный 
сдвиг dws и равновесную населенность ns, после чего из 
второго уравнения определяется интенсивность непре-
рывной генерации |As|2.

Для линейного анализа устойчивости введем малые 
отклонения от стационарного режима

n(t) = ns(1 + dn(t)),   E(t) = As(1 + dA(t))exp(– idwst).	 (9)

Тогда линеаризированные уравнения (7) можно записать 
следующим образом:

(1 ) ( ) [ ( ) ( )]exp
d
d i i i
t
A

Q
n n A t A t

2
1

s s s
0

0 0
d d d d d dw a w t w t- - - - -

	 { [ ( )] [ ( )exp i i
Q

A t
2
1

s
0

1 0 0 0dw e w t w t t d t t+ - + - - +

	 ( )] [ ( )]exp i iA t s0 2 0 0d dt e w t w t t- - + + +

	 [ ( ) ( )]} 0A t A t0 0d dt t t# - - - - = ,	 (10)

( )
d
d
t
n

n n n A A1 0*

s s

d d d dg
h

g
h

+ + - + =c m .

Парциальные решения (10) ищутся в виде

dA(t) = aexp( pt) + b*exp( p*t),	
(11)

dn(t) = m exp( pt) + m*exp( p*t).

Приравнивание нулю определителя линейной алгебраи-
ческой системы относительно a, b и m позволяет опреде-
лить характеристические показатели p. Стационарный 
режим устойчив, если для всех показателей Re p £ 0.

Громоздкое трансцендентное уравнение для нахожде-
ния в общем случае допускает лишь численное решение. 
Можно, однако, найти приближенное решение, считая 
слабым влияние на p эффектов запаздывания. В низшем 
порядке теории возмущений по временам запаздывания 

получаем известный результат для слабо затухающих ре-
лаксационных колебаний:

ip n Q n n n2
1 1

2
1

/

s s
s

s
0

0
2 1 2

!g
h

g w h
g

h
=- - -c cm m; E

	 » in Q n n
2
1 1

/

s s
s

0
1 2

!g
h

g w h
- -c m; E .	 (12)

Последнее выражение учитывает справедливое для лазе-
ров класса B соотношение g <<    w0 /Q. Полагая p = p0 + dp, 
находим линейное уравнение для малой по модулю по-
правки dp. Явный вид dp также громоздок, но оценки по-
казывают возможность неустойчивости стационарной 
генерации в типичных для полупроводниковых лазеров 
условиях ( g = 109 с–1, w0 /Q = 1012 с–1, h/ns = 2, a = 3 – 5, сан-
тиметровые длины резонатора), если, например, одна из 
граней активного элемента просветлена неидеально. Для 
твердотельных лазеров с коротким резонатором наблю-
дение проявлений неустойчивости затруднительно, но 
оно возможно для длинных волоконных резонаторов 
[15]. В последнем случае режим неизбежно многомодо-
вый; анализ релаксационных колебаний в подобных по-
лупроводниковых лазерах проводился в [16].

4. Заключение

В настоящей работе, насколько известно автору, впер-
вые получены управляющие уравнения, описывающие 
динамику одномодового лазера со слабо отражающим 
дополнительным зеркалом, которое может быть не толь-
ко внешним (см., напр., [3]), но и внутренним. В послед-
нем случае, для которого характерно наличие паразит-
ных отражений света внутри резонатора, управляющее 
уравнение является дифференциально-разностным с тре-
мя временами запаздывания, отвечающими различным 
временам пробега света в трехзеркальном резонаторе. 
Описываемая этим уравнением динамика может быть 
более богатой, чем известная для лазера с внешним до-
полнительным зеркалом [7, 8].
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