
«Квантовая электроника», 52, № 11 (2022)	 ke@lebedev.ru – http://www.quantum-electron.ru	 1057

1. Введение

Создание и изучение новых материалов помимо при-
кладных целей может стать источником новых представ-
лений и теоретических моделей, равно как и модифика-
ций ранее известных моделей. Примером такой ситуации 
можно считать изучение композитных искусственных 
сред – метаматериалов, обладающих необычными элек-
тродинамическими свойствами [1 – 6]. Ярким свойством 
данных сред является отрицательное преломление и воз-
можность распространения в них обратных волн. К числу 
метаматериалов на основе наноструктурированных ме
талло-диэлектрических сред недавно добавились оптиче-
ские анизотропные среды – гиперболические материалы 
[7 – 10]. Для одноосных анизотропных материалов пока-
затель преломления n(q), зависящий от угла между опти-
ческой осью и волновым вектором q, определяется из-
вестной формулой 
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где ee и eo – главные значения тензора диэлектрической 
проницаемости. В обычных диэлектриках обе эти вели-
чины положительные, но в гиперболической среде ee и eo 
имеют разные знаки. Бóльшая часть исследований опти-
ческих свойств гиперболических сред посвящена изуче-
нию явлений, происходящих около границы раздела 
сред: эффекта Парсела [11, 12], преломления, отражения и 
распространения поверхностных плазмонов [13]. Доволь
но подробно изучались направленные волны в волново-
дах [14 – 16]. В отличие от обычных планарных волново-
дов в гиперболических волноводах может существовать 
конечное число мод, а у каждой моды могут быть две ча-
стоты отсечки [17 – 19]. Распространение электромагнит-

ных волн в объемных гиперболических средах исследова-
но в меньшей степени (см. обзоры [4, 9]).

В настоящей статье рассматривается распространение 
электромагнитной волны в нелинейном гиперболичес
ком диэлектрике в предположении о слабой нелинейно-
сти и слабой дисперсии. В обычной нелинейной среде в 
указанных условиях скалярное волновое уравнение сво-
дится к нелинейному уравнению Шрёдингера (НУШ). В 
одномерном случае говорят о (1 + 1)НУШ, в двумерном 
случае – о (2 + 1)НУШ, где первая цифра обозначает про-
странственную размерность, а вторая – время. В статье 
будет показано, что если пренебречь дисперсией группо-
вых скоростей, то в двумерном случае вместо (2 + 1)НУШ 
получается гиперболическое НУШ, которое можно опре-
делить как (1 + 2)НУШ*. Поскольку в анизотропной сре-
де у электромагнитного поля больше чем одна компонен-
та, а гиперболический диэлектрик есть анизотропный од-
ноосный материал, для описания распространения волн 
необходима система гиперболических НУШ, в частности 
гиперболическая система уравнений Манакова. В каче-
стве простой иллюстрации проявления гиперболичности 
нелинейной среды будет рассмотрена модуляционная не-
устойчивость.

2. Электромагнитные волны в линейной 
гиперболической среде

Предполагается, что ось декартовой системы коор
динат x направлена вдоль оптической оси однородной 
анизотропной одноосной среды. Две другие оси направ-
лены так, чтобы тензор диэлектрической проницаемости 
имел в этой системе координат диагональный вид: e =t  

( , , )diag e o oe e e . Пусть электромагнитная волна распростра-
няется в направлении вектора n, лежащего в плоскости 
xy. В таком случае смещение вдоль оси y оказывается пре-
образованием симметрии, вследствие которой поля не 
будут зависеть от переменной y. В линейной однородной 
изотропной среде уравнения Максвелла распадаются на 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

* В статье [20] говорится о (2+1)-мерном пространстве времени де 
Ситтера.



«Квантовая электроника», 52, № 11 (2022)	 А.И.Маймистов1058

две системы уравнений, которые описывают поперечные 
электрические (ТЕ) и поперечные магнитные (ТМ) волны 
[21]. В общем случае в анизотропной среде за счет электри-
ческой индукции ТЕ и ТМ волны связаны. Однако, если 
предположить, что оси координат (ориентация анизотроп-
ной одноосной среды) выбраны как в рассматриваемом 
случае, то такое разделение возможно. Уравнения Мак
свелла для ТЕ и ТМ волн имеют вид 
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Далее удобно перейти к спектральному представлению, 
полагая 

3

( , , ) ( )exp i dx z tF F
2p

w w w
= -

3-

( , , )x z t uy ,

где буква F использована для обозначения полей E, B и 
индукций D, H. Для фурье-компонент система уравнений 
Максвелла записывается в следующей форме: 
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где k0 = w/c.
Пусть магнитная проницаемость – константа, т. е. сре-

да магнитно изотропна. Электрическая индукция связана с 
электрическим полем соотношениями 

D Eex xe=u u ,    D Eoy ye=u u ,    D Eoz ze=u u .	 (3)

Таким образом, получаются две системы уравнений, кото-
рые могут быть связанными из-за нелинейных свойств сре-
ды, но в линейной среде они независимы: 
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где m – магнитная проницаемость.
Уравнения, стоящие в левой колонке системы уравне-

ний (4), описывают ТЕ волны. Компоненты магнитного 

поля выражаются через компоненту Eyu , которая удовлет-
воряет уравнению 
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Дисперсионное уравнение для ТЕ волн имеет вид 
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где kx и kz – проекции волнового вектора на оси x и z. 
Следовательно, ТЕ волна – обыкновенная волна, для кото-
рой среда выглядит как изотропная, если m > 0 и eo > 0. 
Если eo < 0, то волны не распространяются при m > 0 и 
распространяются при m < 0.

Уравнения, стоящие в правой колонке системы уравне-
ний (4), описывают ТМ волны. Компоненты электрическо-
го поля выражаются через компоненту Hy

u , которая удо-
влетворяет уравнению 
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Дисперсионное уравнение для ТМ волн имеет вид 
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Следовательно, ТM волна – необыкновенная волна, для 
которой среда выглядит как анизотропная. Если знаки eo 
и ee противоположны, то такая анизотропная среда будет 
гиперболической.

Распространение обыкновенной волны в нелинейной 
среде в случае слабой нелинейности и слабой дисперсии 
хорошо описывается НУШ и его разнообразными обоб-
щениями. С результатами исследований в этой области 
можно ознакомиться в работах [22 – 26]. Значительно мень-
ше внимания уделялось необыкновенным волнам. По этой 
причине далее будет рассматриваться распространение 
необыкновенных волн.

3. Распространение необыкновенных волн  
в нелинейной среде

3.1. Волновые уравнения в приближении слабой  
дисперсии и слабой нелинейности

Исходной точной системой являются уравнения для 
ТМ волны с учетом нелинейной поляризации: 
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где Pxu  и Pzu  – поляризации, описывающие нелинейный от-
клик среды. Из последнего уравнения этой системы сле-
дуют два уравнения: 

 
¶

¶
¶ ¶
¶

k D
z

E
z x
E

x
x z

0
2

2

2 2

m- = -u
u u

,	 (9)



1059Распространение электромагнитных волн в нелинейной гиперболической среде

¶

¶
¶ ¶
¶

k D
x

E
z x
E

z
z x

0
2

2

2 2

m- = -u
u u

.	 (10)

Поскольку предполагается отсутствие сторонних заря-
дов и токов, то divD = 0, т. е. 
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В слабо нелинейных средах нелинейные вклады в по-
ляризацию малы, так что в случае пространственно одно-
родной среды справедливо соотношение 
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Тогда из (9) следует волновое уравнение для Exu : 
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Аналогично из (10) и (11) получается волновое уравнение 
для Ezu : 
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где 4D E Pex x xpe= +u u u ; 4D E Poz z zpe= +u u u . Таким образом, 
система волновых уравнений для компонент необыкно-
венной волны в одноосной слабо нелинейной среде (в 
принятой здесь геометрии) имеет следующий вид: 
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Эти уравнения справедливы как для обычной анизотроп-
ной среды, когда eo > 0 и ee > 0, так и для гиперболиче-
ской среды, где eo > 0 и ee < 0 или eo < 0 и ee > 0.

Дополнительно к предположению о слабой нелиней-
ности будем предполагать, что главные значения тензора 
диэлектрической проницаемости не зависят от частоты, 
по крайней мере в области вблизи несущей частоты w0, 
где спектральные функции ( )E ,x z wu  отличны от нуля. 
Совершив обратное преобразование Фурье в (14) и (15), в 
этих приближениях можно получить систему уравнений 
для полей Ex, z(x, z, t). Если ввести величины E1 = Ex, E2 = 
Ez, P1 = Px и P2 = Pz (Px и Pz – компоненты нелинейной по-
ляризации), то система волновых уравнений для компо-
нент электрического поля ТМ волны, распространяю-
щейся в гиперболической нелинейной среде, может быть 
записана в следующей форме: 
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где z1 = z(| ee /eo |)1/2 – новая независимая переменная; n2 = 
meo – квадрат показателя преломления для обыкновенной 
волны*;  
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– вклады от нелинейной поляризации; g = eo /ee.
Следует отметить, что в случае E2 = 0 и P2 = 0 система 

уравнений (16) и (17) сводится к одному уравнению, кото-
рое использовалось в серии работ [27 – 37], где гиперболи-
ческие среды рассматривались с точки зрения симуляции 
физических процессов квантовой теории поля и грави
тации.

3.2. Переход к медленно меняющимся огибающим 

Во многих случаях, когда длительность электромаг-
нитных импульсов много больше периода колебаний на-
пряженности поля, используется приближение медленно 
меняющейся огибающей импульса, или приближение 
квазигармонических волн [22, 26]. Предполагается, что 
поля являются квазигармоническими, т. е.

Ej (x, z, t) = Aj (x, z, t) exp(–i w0t + ipx + iqz1) + c. c., j = 1, 2,

где огибающая (комплексная амплитуда) напряженности 
электрического поля Aj медленно меняется во времени, 
так что | ∂A/∂ t | <<    w0 | A |. Уравнения (16) и (17) приводят 
к следующим уравнениям для огибающих Aj : 
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где переход к медленно меняющимся огибающим нели-
нейных поляризаций проводится обычным образом: 
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Выражение в последнем слагаемом в левой части урав
нения для огибающих равно нулю, поскольку q p2 2

- = 
/n c2
0
2 2w  является дисперсионным соотношением для нео-

быкновенной волны. Для этого достаточно отметить, что 
компоненты волнового вектора связаны с величинами p и 
q следующим образом: kx = p и kz = q(| ee /eo |)1/2. Используя 
оператор 
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систему уравнения для Aj можно записать в форме 

* Здесь подразумевалось, что речь идет о гиперболической среде с 
eo > 0. В противном случае надо положить meo = – n2.
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LA Nj j=-t .	 (18)

Замена переменных t – px – qz1 = z, qx + pz1 = h, t = t по-
зволяет преобразовать выражение (18) к виду 
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Учитывая определение N j , можно записать систему урав-
нений для Aj в следующей форме: 
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В этих уравнениях зависимость нелинейных поляриза-
ций от напряженностей электрических полей электромаг-
нитной волны не детализировалась. Следовательно, (19) 
и (20) можно использовать для исследования волн в куби-
чески нелинейных средах, в средах с конкурирующими 
нелинейными откликами или в средах с насыщающимися 
нелинейностями.

Отметим также, что, поскольку для гиперболических 
сред знаки eo и ee  противоположны, знаки перед слагае-
мыми, описывающими нелинейные отклики для разных 
компонент вектора электрического поля волны, будут 
противоположны.

3.3. Некоторые частные случаи 

Если электромагнитная волна имеет только одну ком-
поненту, например A1, то ее распространение в рассмат
риваемом приближении можно описать одним уравнени-
ем (19). Если при этом P1 = c(3)|A1|2A1, то получится ги-
перболическое НУШ [37 – 43]: 
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где c(3) – нелинейная восприимчивость третьего порядка, 
а знак ee определяет роль керровской (кубической) нели-
нейности – может происходить либо самофокусировка, 
либо дефокусировка. Для НУШ (21) известны точные 
решения в виде уединенных волн [37, 41 – 43]. В работе [39] 
помимо решений типа уединенных волн были получе
ны законы сохранения. Модуляционная неустойчивость 
пространственно однородной волны рассмотрена в [40]. 
Хотя уединенные волны в указанных работах называют-
ся солитонами, полная интегрируемость (21), насколько 
нам известно, не установлена и термин «солитон» исполь-
зуется не совсем законно.

В случае, когда нелинейные свойства среды описыва-
ются поляризациями 

P1 = c(3)(|A1|2 + |A2|2)A1,    P2  = c(3)(|A1|2 + |A2|2)A2,

система уравнений (19) и (20) принимает следующий вид: 
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Если бы поля не зависели от переменой z (или h), то 
получившаяся система уравнений совпала бы с уравнени-
ями Манакова [44]. По этой причине уравнения (22) и (23) 
можно назвать гиперболической системой Манакова. 
Первоначально уравнения Манакова были использова-
ны для описания самофокусировки плоского пучка. Воз
можно, что (22) и (23) можно применить для изучения са-
мофокусировки в нелинейной гиперболической среде.

4. Модуляционная неустойчивость однородной 
волны в гиперболической среде

Известно, что обычное НУШ и система уравнений 
Манакова имеют решения, которые описывают прост
ранственно однородную волну [24, 26]. С увеличением 
амплитуды этой волны гармонические возмущения одно-
родного решения начинают экспоненциально нарастать 
со временем. Такое явление называется модуляционной 
неустойчивостью (МН). Это одно из типичных явлений 
при эволюции нелинейных волн. Для гиперболического 
НУШ (21) явление МН исследовано в [40]. Как пример 
применения полученного обобщения системы Манакова 
на гиперболический случай далее будет рассмотрена МН 
на основе системы уравнений (22) и (23).

В первую очередь надо перейти к вещественным пере-
менным, положив A1 = aexp(ij) и A2 = bexp(ij): 

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶

¶

¶

¶
0a a a a

2
1 2

2

2

2

2

t z
j

z h
j

h z

j

h

j
+ - + - =e eo o= G ,	 (24)

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶

¶

¶

¶
0b b b b

2
1 2

2

2

2

2

t z
y

z h
y

h z

y

h

y
+ - + - =e eo o= G ,	 (25)

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

0a a a a P a
2
1

2

2

2

2

1t
j

z h z
j

z
j

h
j

h
j

- - - - - =e eo o= G ,	 (26)

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

0b b b b P b
2
1

2

2

2

2

2t
y

z h z
y

z
y

h
y

h
y

- - - - - =e eo o= G ,	(27)

где P1,2 = m1,2 (a2 + b2 ); m1 = 4p c(3)/ee; m2 = 4p c(3)/eo.
Уравнения (22) и (23) или их вещественная форма 

(24) – (27) имеют пространственно однородное решение: 
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Обычная процедура исследования устойчивости заклю-
чается в линеаризации исходных уравнений и выяснении, 
растут или нет малые возмущения и при каких условиях 
это происходит. В рассматриваемом случае делается под-
становка a = a0 + u1, b = b0 + u2, K1,2 = q1,2, L1,2 = p1,2, где 
u1,2, q1,2 и p1,2 – малые величины. Линеаризация системы 
уравнений (24) – (27) приводит к системе линейных урав-
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нений относительно u1,2, q1,2 и p1,2, из которых можно ис-
ключить переменные q1,2 и p1,2, получив при этом только 
два уравнения для u1,2. Такие стандартные манипуляции 
можно опустить и выписать только окончательный ре-
зультат – уравнения для u1,2: 
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где были введены матричные элементы 

m a11 1 0
2m= ,   m a b12 1 0 0m= ,   m a b21 2 0 0m= ,   m b22 2 0

2m= .

Подстановка в (28) и (29) выражений u1,2 = B1,2 exp(ik1 z + 
ik2 h – int) приводит к однородной системе линейных 
уравнений: 
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где k k2
1
2

2
2Z = - . Чтобы эта система уравнений имела не-

нулевое решение, ее определитель должен быть равен 
нулю, что приводит к характеристическому уравнению 
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Учитывая явный вид матричных элементов mij, из (30)
можно получить два дисперсионных соотношения для 
гармонических волн, распространяющихся на фоне про-
странственно однородного решения: 
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Неустойчивость пространственно однородной волны воз
никает при условии 
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Инкремент неустойчивости G определяется выражением 
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Соотношение (31) позволяет качественно описать 
главные характеристики МН. Поскольку, по определе-
нию, k k2

1
2

2
2Z = - , граница области в пространстве W, об-

разованном волновыми векторами с компонентами k1 и 
k2, в которой имеет место МН, описывается уравнением 
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Максимальное значение инкремента МН Gm дается фор-
мулой 
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Максимум инкремента МН в пространстве W находится 
на кривой, определяемой уравнением 
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Для гиперболических материалов главные значения тен-
зора диэлектрической проницаемости имеют противопо-
ложные знаки. Пусть выбран случай eo < 0 и ee > 0. Тогда 
границей области в пространстве W, в которой имеет ме-
сто МН, являются гиперболы 
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Если выбрать случай eo > 0 и ee < 0, то границей области 
МН будут гиперболы 
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Важно отметить, что в отличие от обычных (изотропных 
или одноосных) сред длина волнового вектора волны, ко-
торая приводит к возникновению МН, не ограничена. 
Исключение возможно для случая Gm = 0, что реализует-
ся при выполнении условия / | / |a b e o0

2
0
2 e e= : длина волно-

вого вектора не ограничена, хотя МН нет.
Стоит отметить, что для малых возмущений в пределе 

линейной среды (когда матричные элементы mij = 0) 
система уравнений (28) и (29) описывает гармонические 
волны, для которых закон дисперсии имеет вид w(k1, k2) = 
| |/k k 21
2

2
2

- . На линии k1 =  k2 в пространстве W решениями 
уравнений (28) и (29) являются волны с постоянной ам-
плитудой. К этим результатам можно прийти сразу, рас-
сматривая линейное гиперболическое уравнение Шрё
дингера. Модуляционной неустойчивости, конечно, нет.

5. Заключение

В настоящей работе рассмотрено распространение 
электромагнитной воны в нелинейной анизотропной (од-
ноосной) среде в том случае, когда изочастотная поверх-
ность представляет собой гиперболоид. Такого рода сре-
ды называют гиперболическими [7 – 10]. Если в изотроп-
ных слабо нелинейных средах распространение слабо 
диспергирующих волн хорошо описывается НУШ, одно-
мерным или двумерным [24 – 26], для гиперболических 
сред в том же приближении следует использовать гипер-
болическое НУШ. Последнее применялось ранее в физи-
ке плазмы и гидродинамике. Поскольку электромагнит-
ные волны являются векторными, адекватное описание 
распространения квазигармонических волн основывает-
ся на системе гиперболических НУШ.

На примере простой модели нелинейной среды с ис-
пользованием обобщенных уравнений Манакова проил-
люстрировано проявление гиперболичности диэлектри-
ческого материала в процессе МН. Показано, что геоме-
трическое место максимального (как и нулевого) значе-
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ния инкремента неустойчивости есть гипербола в плоско-
сти волновых векторов гармонических возмущений. Это 
означает, что МН может возникать для возмущений с лю-
быми по величине волновыми числами. В обычных сре-
дах в одномерном случае такие волновые числа заполня-
ют конечный отрезок, а в двумерном случае область не
устойчивости имеет конечную площадь.

При исследовании МН рассматривалась гиперболи-
ческая система Манакова, однако результаты можно 
обобщить, переопределив матричные элементы mij. Если 
вклады от нелинейной поляризации P1 и P2  являются бо-
лее сложными функциями амплитуд a0 и b0, то в процессе 
линеаризации уравнений (24) – (27) вклады от нелинейной 
поляризации в общем случае будут записаны как P1 = 
P10 + P11 u1 + P12 u2 + O(u1

2,  u2
2) и P2 = P20 + P21 u1 + P22 u2 + 

O(u1
2,  u2

2). Соответствующие матричные элементы mij бу-
дут определены как 

m11 = a0P11 /2,  m12 = a0P12 /2,  m21 = b0P21 /2,  m22 = b0P22 /2.

Далее можно использовать формулу (30).
Учет дисперсии групповых скоростей и более слож-

ной зависимости поляризации среды от напряженности 
электрического поля волны приведет к обобщению полу-
ченных в настоящей работе уравнений, что может пред-
сказать новые явления в нелинейной оптике метамате
риалов.
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